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QED

Lagrangedichte QED

L = −1
4

FµνFµν − 1
2ξ

(∂µAµ)2 + Ψ̄
(

ı/∂ − m
)

Ψ − eΨ̄ /AΨ (1)

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

pertubative Berechnung von Streuquerschnitten und
Lebensdauern

Streumatrixelemente können mittels Feynmanregeln
graphisch dargestellt werden



QED

Photonpropagator

ıD̃µν (k) = − ı

k2

(

gµν + (ξ − 1)
kµkν

k2

)

=
µ ν

Wahrscheinlichkeitsamplitude für Propagation eines
Photons

ab O (α) kommen Korrekturen hinzu

+
µ ν

+
µ ν

+ · · ·

+ ıD̃µρıΠ
ρσıD̃σν + ıD̃µρıΠ

ρσıD̃σγıΠγδıD̃δν + · · ·

Resummierung (Dyson-Reihe)

ıG̃ = ı
(

1 + ΠD̃
)

−1
D̃ = ı

(

D̃−1 + Π
)

−1



QED

Irreduzible Diagramme

ıΠµν = + + + · · ·

können nicht durch einfaches Aneinanderreihen aus
kleineren Graphen gebildet werden

Ward-Identität legt die Tensorstruktur fest: kµΠµν !
= 0 also

Πµν (k) =
(

k2gµν − kµkν
)

Π2

(

k2
)



Vakuumpolarisation

Beiträge

ıΠµν
2 =

k

p

k

p − k

−ıeγµ −ıeγν

=

∫

d4p

(2π)4 (−1) Sp
(

(−ıeγµ)SF (p − k) (−ıeγν)SF (p)
)

Problem
UV divergent



Vakuumpolarisation

Feynmanparametrisierung

ıΠµν
2 = −4e2

∫

d4p

(2π)4

· · ·
(

(p − k)2 − m2
)

·
(

p2 − m2
)

Nenner kombinieren

1
AB

=

∫ 1

0
dx

1

(xA + (1 − x)B)2

Substitution p → p + xk

ungerade Potenzen liefern keinen Beitrag und können
ignoriert werden



Vakuumpolarisation

Dimensionale Regularisierung

ıΠµν
2 = −4e2

∫ 1
0 dx

∫ d4p
(2π)4

(m2
−p2)gµν+2pµpν+x(1−x)(k2gµν

−2kµkν)

(p2
−∆)

2

∆ = m2 + x (1 − x) k2

Regularisierung des Integrals durch Übergang zu
d = 4 − ǫ Dimensionen
d4p

(2π)4 → µǫ d4−ǫp
(2π)4−ǫ

, e2/(4πµǫ) → α, g ν
µ g µ

ν = d

Energieskala µ einführen um Kopplungskonstante
dimensionlos zu halten



d-dimensionales Integral

Schritte zur Berechnung

Übergang zu d-1 dimensionalen Kugelkoordinaten

∫

ddp =

∫

dp0drrd−2dφ
d−3
∏

i=1

dθ1 sini θi

−∞ < p0 < ∞, 0 < r < ∞, 0 < φ < 2π, 0 < θi < π

∫ π

0
dθ sin2n−1 θ =

√
π

Γ (n)

Γ
(

n + 1
2

)

∫

∞

0
dxx2a−1

(

1 + x2
)

−a−b
=

1
2

Γ (a) Γ (b)

Γ (a + b)



d-dimensionales Integral

Allgemeines Ergebnis
∫

ddp
1

(

p2 + 2pq − ∆
)α =

ıπd/2

(

−q2 − ∆
)α−d/2

Γ
(

α − d
2

)

Γ (α)

alle weiteren Integrale durch Ableiten nach qµ

am Ende q = 0

das Ergebnis definiert das Integral für nicht ganzzahlige d



Vakuumpolarisation

Regularisiertes Integral

Πµν
2 =

(

k2gµν − kµkν
)

·
(

−2α

π

∫ 1

0
dx x (1 − x)

(

−4πµ2

∆

)

ǫ

2

Γ
( ǫ

2

)

)

erfüllt geforderte Tensorstruktur

Divergenz tritt als Pol in ǫ → 0 auf

Entwicklung in ǫ

Γ
( ǫ

2

)

=
2
ǫ
− γ + O (ǫ)

(

−4πµ2

∆

)

ǫ

2

= 1 − ǫ

2
log
(

− ∆

4πµ2

)



Vakuumpolarisation

Vorläufiges Ergebnis

Πµν (k) = −
(

k2gµν − kµkν
)

Π2

(

k2
)

Π2

(

k2
)

=
2α

π
lim
ǫ→0

∫ 1

0
dx x (1 − x)

(

2
ǫ
− γ−

log
x (1 − x) k2 − m2

4πµ2 + O (ǫ)

)

divergiert im Limes ǫ → 0



Renormierung

Idee
Größen in der anfangs gezeigten Lagrangedichte
entsprechen nicht den physikalisch bekannten Parametern

Methode
Ausgangspunkt ”nackte” Lagrangedichte

L0 = −1
4

F0µνFµν
0 − 1

2ξ0

(

∂µA0µ

)2
+Ψ̄0

(

ı/∂ − m0
)

Ψ0−e0Ψ̄0 /A0Ψ0

Reskalierung:

Aµ
0 =

√

ZAAµ, Ψ0 =
√

ZΨΨ, m0 = Zmm, e0 = Zee, ξ0 = Zξξ

Zi = 1 + δZi



Renormierung

Renormierte Langrangedichte

L = L (A,Ψ,m,e,ξ)

−1
2
δZA (∂µAν) (∂µAν) +

1
2
δZA (∂µAµ)2

+δZΨΨ̄
(

/p − m
)

Ψ − δZmmΨ̄Ψ

+

(

δZe + δZΨ +
δZA

2

)

eΨ̄ /AΨ

die δZi sind nicht alle unabhängig, z.B. δZA = δZξ

die renomierte Lagrangedichte erzeugt zusätzliche
Feynmanregeln (Counterterme)



Renormierung

Photoncounterterm

= −ıδZA

(

k2gµν − kµkν
)

muss bei der Ein-Schleifen-Korrektur berücksichtigt werden

ıΠµν = +

wir wählen δZA so, das die Divergenz entfernt wird

δZA = − 2α

3πǫ

Die Ein-Schleifen-Korrektur ist jetzt endlich!



Endergebniss

Inverser Photonpropagator

D̃−1
µν (k) = −k2gµν +

(

1 − 1
ξ

)

kµkν

Photonpropagator bis Ordnung α

ıG̃µν = ı
(

D̃−1 + Π
)

−1

µν
= ıD̃µν (k) · 1

1 + Π2
(

k2
) + O

(

α2
)

= − ı

k2

(

gµν +
(

ξ′ − 1
) kµkν

k2

)

· 1
1 + Π2

(

k2
) + O

(

α2
)

ξ′ = ξ
(

1 + Π2
(

k2
))

, ξ frei wählbar!

Photon bleibt masselos



Kopplungskonstante

Observable unabhängig von µ

0 !
= µ

d
dµ

O (µ,α,m) = µ
∂O
∂µ

+µ

(

dα

dµ

)(

∂O
∂α

)

+µ

(

dm
dµ

)(

∂O
∂m

)

Renormierungsgruppengleichung (RGE)

β-Funktion

β (α) = −µ
dα

dµ
= β1α

2 + β2α
3 + . . .

α = α0Z−1
α , Zα = Z−1

A =
(

1 − 2α
3πǫ

)−1

⇒ α (µ2) = α (µ1)
1

1 + 2α(µ1)
3π ln µ1

µ2



Kopplungskonstante

Energieabhängige Kopplungskonstante
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End

Zusammenfassung
durch dimensionale Regularisierung treten die
Divergenzen als Pole in ǫ auf

Absorption der Divergenzen durch Renormierung

Regularisierung und Renormierung führt zu
energieabhängiger Kopplungskonstante
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