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In der Quantenelektrodynamik werden Streuprozesse auf die Benegh/on Propagatoren und Vertizes
zurtickgefuhrt. In héheren Ordnungen der Stérungsrechnunmgritees dabei zu Divergenzen die durch eine
konsequente Renormierung der Theorie in die Massen, Feldstarédfopplungskonstanten absorbiert werden
kdnnen. Als ein Teil des Renormierungsprozesses wurde hier déoriRRropagator auf Ein-Schleifen Niveau
berechnet.

I. EINLEITUNG

Die Quantenelektrodynamik (QED) erlaubt die sehr genaubefsage von Streuprozessen der Elektrodynamik. Deren Wir
kungsquerschnitte werden auf die Berechnung von Matrixergen der Streumatrix zurtickgefuhrt. Diese werden raithéd-
rungstheorie auf Basis der Lagrangedichte
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berechnet. Dabei bedeutet
Fuv = 0[JAV - dvAp (2)

den elektromagnetischen Feldstarketensor. Die ersteledierme dess Lagrangedichte beschreiben das elektretisaipe
Feld (Photonen) , wobei der zweite Term zur Eichfixierungdi®er dritte Term beschreibt geladene Spji2-Teilchen wie
z.B. Elektronen, Positronen oder Myonen. Die Wechselwigkewischen geladenen Teilchen und den Photonen wird derch d
letzten Teil beschrieben.

Der Wirkungsquerschnitt eines (Zwei-Teilchen-)Strezpsses ist dann mit
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gegeben. Dabei bedeutel®, das invariante Phasenraumelement (Dichte der Endzustéméhasenraum)p; und m; die
Impulse und Massen der aneinander streuenden Teilcheninein Matrixelement der Streumatrix. Diese Matrixelemente
werden mittels Stérungstheorie auf Basis 0.g. Lagrangglicerechnet.

In niedrigster Ordnung Stérungstheorie (erste BornscheeN#ng) kommt man so zu den sogenannten Baumgraphen. Fir
Mgller-Streuung (Elektron-Elektron-Streuung) erhaltnaée Darstellung

w1 X
fur die Streuamplitude.

Geht man nun zu héheren Ordnungen der Stérungstheorie nsmé&o weitere Graphen hinzu. Ohne die Bremsstrahlung zu
bertcksichtigen ergibt sich

Beim Berechnen dieser neuen Schleifendiagramme kommt Bs/2tgenzen und somit zu einer unendlichen Streuamplitude
was keiner experimentellen Beobachtung entspricht. Gitiiekeweise kann man diese Divergenzen durch Renormiedeng
QED entfernen.



II. KORREKTUR ZUM PHOTONPROPAGATOR

Der Photopropagator der QED in niedrigster Ordnung lautet
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Betrachtet man nun héhere Ordnungen in der Stérungsthesorlommen Korrekturen zu (5) hinzu:
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wobei die FunktioT1#Y nur irreduzible Schleifendiagramme enthalt. Irreduzibedieutet hier, dass nur Schleifengraphen die
nicht durch aneinanderreihen von einfacheren Grapheresieis werden kénnen bericksichtig werden:
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beinhaltet. Gleichung (6) stellt eine geometrische Redreudd kann zu
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zusammengefasst werden. Diese Reihe wird auch als Dysitve-Bezeichnet. Der Vorteil ist, dass man nur die irredezibl
Graphen berechnen muss und alle reduziblen Kombinatioegechgnkt bekommt. R
Gleichung (9) legt es nahe mit dem inversen des Photonpatpiay der Vertex-FunktioRl#Y zu arbeiten
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wobeir4" die Ein-Schleifen-Korrektur bedeutet.

1. VAKUUMPOLARISATION

Nun zur Berechnung der eben vorgestellte Ein-Schleiferrékbur (Vakuumpolarisation). Es gilt
p—k
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. Bereits durch Abz&hlen der Potenzen (& (p) ~ 1/(p? — m?)) erkennt man, dass das Integral bei groRetivergiert.
Bevor es an das eigentliche Integral geht, kann man beetitsgine Aussage Uber die Tensorstruktur Vtﬁff machen. So
gilt aufgrund der Ward-Identitat
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Da als Tensoren nig"¥ undkHk" zur Verfiigung stehen folgt aus (12)
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Durch Auflésen der Spur in (11) erhalt man
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Als nachstes kombiniert man mit Hilfe der Feynmanparam’emhng
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die beiden Nenner des Integrals und erhéalt so
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In dieser Form nimmt man die Substitutipn—> p+ xk vor, wodurch der Nenner symmetrischprwird:
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Ungerade Potenzen vgntragen dann nicht mehr zum Integral bei und kdnnen ignoniertden. Ausmultiplizieren liefert
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Als nachstes fuhrt man das Integral Ulpeaus. Da es jedoch divergiert, muss man es regularisieran. Moglichkeit wére
das Integral an einer Gren2eabzuschneiden und nicht bis nach unendlich zu integri®@mse sogenannte Cut-Off Methode
verletzt jedoch die Eichfreiheit des elektromagnetisdheldes und fihrt so zum falschen Ergebniss. Ein Standdedven, bei
dem dieses Problem nicht existiert ist die dimensionaleuRegierung. Dabei fihrt man das Integral nicht Geber s@rdern
Uberd = 4 — ¢ Dimensionen aus und lalt am Ende der Rechraugggen null gehen.

Also schreiben wir fir (19)
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mit dem Parameten der die Dimension einer Energie hat und eine Skala einflliet. Notwendigkeit fur diesen Parameter
wird am Ende der Rechnung klarer. Jedoch sieht man bereitsdassu dafir sorgt, das die Energiedimension des Integrals
unabhangig vom ist und somit auch die Feinstrukturkonstaote- u—¢€?/4m einheitlos bleibt.

Als néchstes kdnnte man (20) mittels der Wick-Rotation in éeklidisieren werden um das Integral danach in Kugelkieord
naten auszufihren. Leider laf3t sich der TghpY nicht ohne Weiteres in Kugelkoordinaten umschreiben. UmereiAusdruck
fur das Integral zu erhalten, geht man daher zunachst ven allgemeineren Form aus, bei der man das Integral in eigién z
artigen Teild pp und einen raumartigen TeaiP~¢ p aufspaltet. Dann wird nur der Ortsteil in Kugelkoordinatengeformt. Nach
[2, Kap. 9A] erhalt man so
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Durch Differenzieren nach” undg” und Kontraktion mitg,,, ergibt sich
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Mit diesen Ergebnissen geht (20) in
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Uber. Das Integral zerfallt in die gewlinschte Tensorstnukihd in ein skalares Integrll, wie Anfangs beschrieben. Mit den
Taylorndherungen fir kleine
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findet man
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Durch das Verfahren der dimensionalen Regularisierutigdie Divergenz also als Pol iaauf. Die Amplitude der Korrektur
ist unendlich, und scheint so ganz im Widerspruch zu eingupativen Rechnung zu stehen. Wie wir jedoch im nachsten Ab
schnitt sehen werden, kann man dieser und anderen Divengeinzch eine Neuinterpretation der Lagrangedichte dereSkén
nehmen.

Am Ergebniss (28) sieht man jetzt auch anschaulich die Nudvgkeit einen Skalenparameterinzufihren: Der auftretende
Logarithmus ist nur fur dimensionslose Argumente definiert

IV. MULTIPLIKATIVE RENORMIERUNG

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, das in htheren gt Stérungstheorie Divergenzen auftreten. Diese wizden
unendlichen Streuamplituden fihren und somit die PhysilkdeD nicht mehr korrekt beschreiben. Es stellt sich alsd-dige,
ob der pertubative Ansatz Uberhaupt korrekt ist und wenwga,dann die Divergenzen bedeuten.

Um ein Geflhl fir die Bedeutung der Divergenzen zu bekomne¢rabhten wir noch einmal die Lagrangedichte (1) auf deren
Basis wir im letzten Abschnitt das Ein-Schleifen-Integbakrechnet haben. In dieser Lagrangedichte kommen vedstge
Parameter vor, die man in niedrigster Ordnung Stoérungsthats die Elektronladungund die Elektronmass® interpretieren
kann und dann mit dem Experiment Ubereinstimmende Ergabeihalt. Eigentlich gibt es jedoch keinen Grund anzunehme
dasse undm den bekannten Werten entsprechen. Genau an dieser Stetldisesogenannte Renormierung an. Es ist ndmlich
moglich, die Parameter genau so zu wahlen, das alle Amplitedidliche Werte annehmen.

Betrachten wir dazu einmal die sogenannte nackte Lagrasiged
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, die der bekannten Lagrangedichte mit anders bezeich@t#Ren entspricht. Der Index 0 ist dazu da, um sie von deniphys
kalischen GroR3en zu unterscheiden. Nun dividieren wirRdleameter und Felder dieser Lagrangedichte durch einamegar:
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und verwenden danfy =~ 1+ dZ; um die renomierte Lagrangedichte
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zu erhalten. Diese besteht zum einen aus der bekanntermgagtiahte (1) und zusétzlichen Termen. Die neuen Termegere
natirlich Feynmanregeln, die man als Counterterm-Vestmzeichnet:
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Diese zusatzlichen Regeln bedeuten aber, das der Invaypadator (10) um einen weiteren Beitrag erganzt werden:muss
A = 1 (67" 415" + Miunert- (a) ) (30)

uber, wobelky, rden Countervertex fir das Photon
I-I‘clc‘;unter: —0Za (kzguv —KkH kv) (31)

bedeutet. (Es gildZa = 6Z¢, s.u.) Wir wahlen jetz6Zx = —2a /31e und sehen, dass der Countervertex die Divergetﬁtfz‘i‘ﬁ
absorbiert und der inverse Photonpropagator mit Korrektendlich wird:
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Das bedeutet also, das die in der renormierte Lagrangediohkommenden Parameter endlich sind und damit als pHigike
Ladung und Masse interpretiert werden durfen.

Auf ahnliche Weise kénnen der Elektronpropagator und deshaklwirkungsvertex endlich gemacht werden. Dadurchiterha
man dann eine vollstandige Lagrangedichte, die bis zur @rgor? korrekte Ergebnisse liefert.

Die oben eingefiihrten Renormierungsfaktodeh sind nicht alle unabhéngig und unterliegen einigen Bedigga, die hier
der Vollstandigkeit wegen kurz angefihrt werden sollen:

e Pol des exakten Elektronpropagators soll an der Spélte mghysliegen. (Festlegung der physikalischen Elektronmasse)
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wobeiZ, undZg die Korrekturen zum Elektronpropagator bedeuten.

Residuum am Pol des Elektronpropagator gleich eins.
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Residuum am Pol des Photonpropagators gleich eins.
= 0Zp=— (N} (R =0))’

e Transversale Polarisation des Photons.

Physikalische Ladung definiert durch eeA-Vertex mit ‘orlgiPhoton. (u(p) 1gnysy*'u(p) = u(p) AH (k= 0,p,p)u(p)

mit dem exakten eeA-Vertek)
OZx 1
S0%=" (Ze— H



V. LAUFENDE KOPPLUNG

Im vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, wie mah &egularisierung und Renormierung die Divergenzengena
definieren und dann in Parametern absorbieren kann. Dabeisvetwendig einen Skalenparametezinzufuhren. Dieser tritt
in der Ein-Schleifen-Korrektur in ein Logarithmus auf ural® in der GréRenordnung des Impuldegewahlt werden damit
der Betrag der Korrektur nicht zu groRwird. Somit entsprjelder Energieskala, in der unser Prozess ablauft. Da wir imzRri
U jedoch beliebig wéahlen dirfen, muss eine physikalischee®ableO unabhéngig vom konkreten Wert van sein. Wir
benutzen den dimensionslosen Operqaltgt— um zu fordern [4]
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Dies ist die Renormierungsgruppen Gleichung, die dazu eedet werden kann, das Phanomen der laufenden Kopplung zu
beschreiben. Dier Abhangigkeit fast man in der sof-Funktion

B(Or):—ugzzﬁlaz+ﬁza3+... (34)

zusammen. Terme der mit Ordnung kleimerkommen nicht vor, da die Betafunktion erst ab dieser Ordriigungstheorie
definiert werden kann. Wir schreiben das totale Differeiini&34) in anderer Form
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und setzen
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sowie die Entwicklung (34) ein:
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Ein Koeffizientenvergleich imr liefert
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fur den ersten Koeffizienten der Beta-Funktion. Nun kann 1t8&%) aber auch direkt Integrieren, da es sich um ein totales
Differential handelt:
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Dies bedeutet aber, das die Kopplungskonstante energiegighwird. Dieser Fakt wird auch durch Experimente belEgt.
die Feinstrukturkonstante erhalten wir schlieflich:
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Der Verlauf ist in Abbildung 1 dargestellt.

VI. ZUSAMMENFASSUNG

Die Quantenfeldtheorie ist eine machtige Methode zur Besioling hochrelativistischer Streuprozesse. Der Petitghan-
satz fuhrt in héheren Ordnungen scheinbar zu unphysikeis®©ivergenzen. Diese kénnen jedoch durch Renormierudgrin
Parametern absorbiert werden. Dieser Vorgang wurde hie@rahdes Photonpropagators dargestellt.
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Abbildung 1: Energieabhangige Kopplungskonstante
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