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1 Grenzen der klassischen Physik



Ab etwa 1900 wurden einige Experimente durchgefiihrt, die nicht mehr mit der klas-
sischen Physik erklarbar waren. Diese waren insbesondere:

e Hohlraumstrahlung

e Atomspektren

e Photelektrischer Effekt

e Rutherford Streuung

e Frank Hertz - Experiment

e Stern - Gerlach - Experiment
e Elektronenbeugung

e Compton - Streuung

Diese Phianomene fithrten zum Welle-Teilchen Dualismus und zur Quantelung Physika-
lischer Groflen.

1.1 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen

(a) Lichtelektrischer Effekt (Hertz 1887)

(v) e (v)
>~

Metalloberfliache

Abbildung 1.1: Lichtelektrischer Effekt

Bei diesem Experiment treffen Photonen auf eine Metaloberfliche und lésen dort
Elektronen aus. Dabei hat man folgende Ergebnisse erhalten:

(1) e -Emisson wenn v > vy

(2) e -Anzahl ~ Lichtintensitét

(3) v.- unabhingig von der Lichtintensitét

Sowohl (1) als auch (3) lassen sich mit klassischen Ansétzen nicht erkldren. Die Lo-
sung hatte Albert Finstein im Jahre 1905: er stellte die Hypothese von Lichtquanten



mit der Energie £ = h - v auf. Damit konnte der lichtelektrische Effekt als ein in-
elastischer Streuprozess von einem Photon an einem Elektron erkliart werden. Dabei
gilt

Energicerhaltung E, = E. xin+Wo+ Ee verlust
Bremspotential elUy = EX. fir Ee- verust ~ 0
Frequenzschwelle hvyg = Wy ’

= Ee—,kin = h- WO

Durch Umformen erhalt man die
h
Up=— (v —1y) Einsteingleichung
e

Compton Effekt (1923)

Beim Comptoneffekt treffen hochenergetische Photonen (meist Rontgenstrahlung)
auf eine Metalfolie und werden gestreut. Bei den Messungen ergab sich, das die Dif-

x ’//’Yl_rfﬂ
LI 9

!
€

Abbildung 1.2: Compton Effekt

ferenz der Welleldngen des einfallend und gestreuten Photons nur vom Streuwinkel ¢
abhéngt nicht jedoch von der Wellenlénge des Photons. Um diesen Effekt zu erkléren
muss dem Photon ein Impuls

h - - 2 27y
P=or < A c )
zugeordnet werden. Dann kann man den Vorgang als einen elastischen Streuprozess

betrachten. Hierfiir gilt

Energieerhaltung £, + E.- = E, + E_/
Impulserhaltung Py =Dy + P

Nach kurzer (relativistischer!) Rechnung erhélt man

AN = 2h sin? (§>
mo,eC 2

und fiir die Comptonwellen-Lénge

Ae/2m = ~3.9-107% m

mopeC



Durch dieses Experiment kénnen auflerdem Aussagen iiber Photonen gemacht wer-
den. Es gilt

2ty ¢
E:h = —_— . =
7 v="h c 2m pe

~—~—

k

fiir die Photonenenergie. Nimmt man nun noch die relativistische Energie-Impuls-

E = \/m3c* + p?c?

zur Hand, sieht man sofort, das die Ruhemasse mg, eines Photons gleich Null sein
muss. Durch diese Beziehung kann die Grofle

Beziehung

_ pc
*3_E

definiert werden. Diese Grofie ndhert sich mit zunehmendem Impuls eines relativisti-
schen Teilchens der Eins, erreicht diese jedoch niemals. (aufier wenn die Ruhemasse
gleich Null ist). Mit Hilfe dieser Grofle kann die Geschwindigkeit des relativistischen
Teilchens berechnet werden:

v=0-c¢c
Die Geschwindigkeit ist also i.a. kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Fiir die Photo-
nengeschwindigkeit gilt jedoch

pc
VN = C= —C =20
1 =5 E

1.2 Welleneigenschaften von Teilchen

De Broglie vermutete 1923 fest, das die Beziehungen £ = hr und p = hk allgemein
giiltig sind. D.h. das auch Teilchenstrahlen Beugungs- und Interferrenzerscheinungen
zeigen sollten. Fiir die Frequenz und die Wellenlénge eines Teilchens erhélt man

h

yzﬁund)\:;

Damit 148t sich die Phasengeschwindigkeit des Teilchens

E ¢
Ve =VA=—=—2>¢
p B
berechen. Diese ist grofler als die Lichtgeschwindigkeit. Dies ist aber kein Widerspruch,
da die Phasengeschwindigkeit nicht die Teilchengeschwindigkeit ist.

(a) Doppelspalt - Diffraktion

Lenkt man einen Elektronenstrahl auf einen Doppelspalt, so erwartet man nach
klassischer Vorstellung, das auf einem dahinter angebrachten Schirm zwei relativ
scharfe Leuchtpunkte auftreten. Bei richtiger Paramterwahl erhilt man jedoch ein



von der Optik bekanntes Interferrenzmuster. Dabei gilt wie in der Optik fiir den
Phasenunterschied der beiden Teilchenstrahlen

AO — 2 dsinv
A
Durch auswerten der Maxima auf dem Schirm kann man den Impuls der Elektronen
bestimmen h
n
P= dsinv (=12, )

(b) Davison / Germer (1927)

NS
N

Abbildung 1.3: Streuexperiment von Davison und Germer

Davison und Germer bestétigten als erste die Wellennatur von Elektronen indem sie
Elektronen an einer Kristalloberfliche streuten. Dabei ergaben sich typische Inter-
ferrenzmuster.

1.3 Quantennatur physikalischer GréBen

(a) Atomlinienspektrum (Balmer, Ritz, Rydberg ~1900)

Untersuchung der von Atomen emittierten Photonen.

e Frequenz eines emittierten Photons ist

1 1
Vm,n:Rc< _—> m<néeN

m2  n?
e Kombinationsprinzip der Frequenzen
Vi.m + Vmmnan = Vin

Aus diese Entdeckungen folgt, daf3 die atomaren Energiezustéinde diskret sein miis-
sen.

Geiger, Marsden, Rutherford (1908-1911) streuten a-Teilchen an Atomen. Dabei
stellte sic heraus das der grofite Teil der Atommasse in einem sehr kleinen Kern



konzentriert ist und die Elektronen in einer Wolke um den Kern verteilt sind.

kompakter Kern ~ 107!® ¢cm
Elektronenhiille 1078 cm

%

Die diskreten Energieniveaus der Elektronen waren jedoch ein Widerspruch zur klas-
sischen Physik. Ein weiteres Problem war, das die Elektronen beim Bewegen um den
Kern Energie verlieren und somit in den Kern stiirzen wiirden. Dieser Probleme wur-
de durch die Bohrschen Postulate ‘gelost’:

(1) Quantisierungsbedingung an den Drehimpuls: Fiir Elektronen auf einer Kreis-
bahn im Atom (Geschwindigkeit v, Radius r) gilt

L:p-T:mo,evTénh

(2) Spezielle Bahnen sind stationdr. Dabei gilt Ey, .- = En. (e~ bewegen sich
strahlungsfrei)

(3) Bei Ubergingen zwischen zwei stationdren Bahnen wird Licht mit der Photo-
nenenergie hv = |E, — E,,| emittiert.

Frank-Hertz-Versuch (1914)

Bei diesem Versuch wurden Elektronen in einer mit Quecksilber gefiillten Glasrohre
durch ein elektrisches Feld beschleunigt. Es stellte sich dabei heraus, das bei be-
stimmten Feldenergien (eU = nEj) der Elektronenstrom fast Null wurde. Bei diesen
Energien konnten die Quecksilberatome die kinetische Energie der Elektronen auf-
nehmen. Die Elektronen konnten also nur diskrete Energiemengen an die Atome
abgeben.

Stern-Gerlach-Versuch(1921)

Ein Strahl von Atomen mit einem magnetischen Moment wurde durch ein homogenes
Magnetfeld geleitet. Der Strahl spaltete sich in zwei Strahlen auf, welches nur durch
eine Quantelung des Magnetischen Moments der Atome erklérbar ist.

Hohlraumstrahlung Planck(1900)

Die Hohlraumstrahlung ist die Strahlung, die von einem schwarzen Korper (beste
Niherung ist ein hohle Kérper mit kleinem Loch) ausgeht. Die Strahlungsenergie ist
von der Temperatur T des Korpers abhéingig. Die Energiedichte

u(w,T)=n(v) - EWT)
im Hohlraum ist abhéngig von

(a) der Anzahl der Schwingungsmoden pro Volumen und Frequenz n und

(b) der mittleren Energie F pro Schwingungsmode.

10



dN (v)
n(v) = -
d 4 (270> 2\ ? 3
-2l 2 T(E) (B |1 e
dv ~~ 3 c c =~
Pol.-freiheitsgrade e N Volumen
Umax=4mk3/3  Einheitszelle
_ 812
= 3

(2) klassisch: Energie kontinuierlich

) 00 _E
E_/ dEE P (E) _/ dEES
. N/ . KT

Boltzmann Vert.

fithrt zum Rayleigh-Jeans-Gesetz

{2

kT

u(v,T) = 3

welches die experimentellen Ergebnisse nicht korrekt beschreibt.

(3) Quantenhypothese: E,, = nhv

Mit
. ~ hv
E=) E,P(E,)=——
=0 S~—— exT — 1
Epn
e kT
erhilt man das Plancksche Strahlungsgesetz
8rhy?

u(v,T) =

c3 (e% — 1)

11



2 Wellen und Wellenpakete

12



2.1 Aligemeines

Die Wellengleichung

o 1 02

a2~ ol =0
mit der Phasengeschwindigkeit v ist eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ord-
nung. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

+ linkslaufend /riickwérts
— rechtslaufend /vorwérts

Flen=fet {

Nach dem Superpositionsprinzip ist die Summe von Losungen der Wellengleichung wie-
derum eine Losung:

Z c¢ifi(x,t) ist auch Losung

)

Deshalb gibt es Phénomene wie z.B. stehende Wellen, Interferenz, Beugung und Wellen-
pakete.
Eine Ebene harmonische Welle wird durch die Gleichung

I (1) = foe' bt

mit
Wellenzahl k= 27“
Kreisfrequenz w = 2mv
Phasengeschwindigkeit v, = ¢
Gruppengeschwindigkeit v, = ‘é—‘,;’

Mit Hilfe der de Broglie - Beziehungen E = hw und p = hk erhélt man fiir die Gruppen-
geschwindigkeit eines Teilchens

o dw _ aE _ ’%2 relativistisch
9 dk  dp £ nicht rel.

Die Gruppengeschwindigkeit einer Materiewelle entspricht also der Teilchengeschwindig-
keit.

13



lokalisiert nicht lokalisiert

VAVAVA

\ S

2.2 Wellenpakete

Wellenpakete werden durch eine Fouriertransformation
m .
fa)= [ dkgret
—0o0

einer Wellenzahlverteilung

g (k) = ek’

mit der Breite
2

A= (Mki%Ah) —\g(kowe)

beschrieben. Durch Integrieren erhélt man

fz) = / dk etk ke g g = k', dk = dI/

2

— / dk,/ efa k/ 2@)26_%€ik0$ ]{3/ o E _ ]{”,dk)/ _ dk’//

14



mit der Breite
Az = 2V 2«

Das Produkt aus Ak und Az ergibt die "Unschérferelation’

Ak -Ax =4

2.3 Zeitliche Evolution von Wellenpaketen

ik| z— t

v
- - £
f(x,t) = / dk g (k) e'ke=wt) — / dk g (k)e op

—0o0 —0o0
(a) vp unabhdngig von k (unveranderliche relative Phasen)
e Lichtwelle mit v = ¢, fil—z =0
f(x?t) = f(ZC - Ct)
z.B

Tr—c 2 .
g (k) = e_a(k_k0)2 = f ({L‘,t) =f (1; — Ct) — \/ge—%ezk()@—ct)

e Propagation des WP mit Gruppengeschwindigkeit v,

dw  d(vpk) dv
Vo= an T a2 tR g T¢
0

e keine Dispersion ( d.h. Anderung der Form des WP, siche Abb. 2.1)
(b) v Funktion von k (verdnderliche relative Phasen)

e Materiewellen (de Broglie - Beziehungen). Fiir den nicht relativistischen Fall
gilt
E p? hk?
E=h,p=hk=>w=—=—"—=—
P YTH T 2mh T 2m
Somit folgt fiir die Geschwindigkeiten

_ W _
T % T om
_ dw Dk
YT Wk T m

und fiir das Wellenpaket

[z, t) = / dk g (k) pllkz—w(k)t) e g (k) = efa(kfko)Q

—00

15



Betragsquadrat

3.5

— o 5 20
X
Abbildung 2.1: Wellenpaket bei v =const, ¢ in Einheiten von z/v,
Zunéchst wird w in eine Taylorreihe entwickelt:
dw 5 d*w
w(k) = w(ko)+ (k—ko) — ar |, (k ko)? a2, +ldots
2 0
hko
2m o

wo + vy (k — ko) + B (k — ko)?
Somit ist mit & = k — ko

> 120 g . , 12
f(w,t) / dk'e —ak ez(k +/€O)Ie*l(wo+fugk 18k )t

dk'e —(a+iBt k" +i(z—vg )k’ei(koxfwot)

(z—g,0t)2

=
— (11 —_———a
Hotipt) e Ha—ipt) ot(koz—wot)

dk'e

o) got)2

dk" e~ (a+iBt)k’ 6_(4(0‘Tﬂt)e i(kox—wot)

T (:): vg, Ot)2
— — ¢ A4(atipt) gt
o+ 16t

16

- ).
- /.
-/

8

(k‘ox U.)ot)



Betragsquadrat

und das Betragsquadrat

3.5

f (@) = f(a,0)- [ (2,t)

10 15 20

Abbildung 2.2: Wellenpaket bei v = v (k), t in Einheiten von x /vy

e Propagation des WP mit Gruppengeschwindigkeit v,y o = 28kg = %
o Auseinanderlaufen des WP mit der Zeit t (siche Abb. 2.2)

f (Ug,ota t) = a€7r<t)

Az = 2V2ae(t)

Hohe des Maximums | mit ¢

Breite T mit ¢

. . . . dv _ h _
Die Dispersion ist o0 = 5~ = 3.

2.4 Schroédingersche Wellengleichung

Wir betrachten das Wellenpaket

flat) === [ dbg(ryeite

17



oder

1 ° i
‘I’($»t):E/ dp ¥ (p) e~ nPr=ED

e Die Wellenfunktion ¥ (z,t) erfiillt eine Differentialgleichung

L ov (IE,t) . 1 o . i i(px—Et)
5 = g v (0(5e))

_ P B (ip\ R (a0
 2m 2m \h/)  2m Oz
<~
nicht rel.
o 02
= Tomap @b

Daraus folgt die Schrodingergleichung
o h? o
h— — ——= | ¥ (x,t) =
(Z ot 2m 8l‘2> (z,8) =0

e Interpretation der Wellenfunktion v (z,¢) Aufgrund der Lebensdauer von Kernen
(> 10° Jahre) und Protonen (> 1032 Jahre) kann |¥ (x,t)|* nicht mit der phy-
sikalischen Ausdehnung von Teilchen assoziert sein. In der Quantenmechanik ist
|W (,t)|* dz die Wahrscheinlichkeit, das fragliche Teilchen zur Zeit ¢ im Koordina-
tenintervall [z, z 4+ dz] zu finden.

z2
/ dx |0 (2,t)|* :Wahrscheinlichkeit das T. zur Zeit ¢ in |21, 22] zu finden
€T

1

2.5 Unscharfebeziehung
Fiir ein Wellenpaket gilt AzAk =0 (1) , d.h. AzAp = O (h)
e Komplementaritdt von Energie und Zeit "AEAt = O (h)’
(a) Plausibilitiit ApAz = E22 M — AEAt = O (h)

(b) Reziprozitit von E und ¢: WP e%(m_Et), analog p und x
(c) spezielle Relativititstheorie (ct, Z), (E/c,p)

18



3 Schrodingergleichung und
quantenmechanische Operatoren

19



3.1 Freies Teilchen in einer Raumdimension

Die Schrodingergleichung fiir ein Teilchen in einer Raumdimension

0 n? 92
h—V (x,t) = —— ==V (z,t
T (2,) 2m D2 (z,1)
hat die allgemeine Losung
U (z,t) dp<1> e (pr—Et)

\/7

Das Betragsquadrat | ¥ (z,t)|? dz der Wellenfunktion W (x,t) ist die Wahrscheinlichkeit,
das sich das Teilchen im Bereich [z, z + dx] aufhélt.

e notwendige Eigenschaften fiir die Wellenfunktion

(1) Die Wellenfunktion muss normiert werden, d.h. es gilt

/ do |0 (2,0))% = 1

Daraus folgt aulerdem, dass physikalisch sinnvolle Losungen der Schrodinger-
gleichung quadratintegrabel sein miissen. z.B.

(o]
U (z,t) ~ ¥ = / dzz?® ~ g2k +1 , 00
—c0 —00
Diese Bedingung ist nur erfiillt, wenn 2k + 1,0 also k£ < —%. Dies bedeutet,

das W (x,t) stirker als W abfallen muss.

(2) W (z,t) muss stetig in x sein.

e Bei Superposition sind die Phasen wichtig

z.B.
\If(aj‘7t) = \Ill(xat)—i_\:[/?(xat)
Uy (z,t) = |1111|ei0‘1
Uy (z,t) = | Vs ]eia?
= O =T

] +\\I/2\ + U5+ U0,
‘—,_/

=2|U||¥2]| cos(a1—az2)

e Wahrscheinlichkeitserhaltung
Fiir die Wahrscheinlichkeit P (z,t) = |¥|? gilt

d d o v
9p - Yy =Yg, Y
dt g (V) =5

R\ 020* . 0*w
= (m) a2 Y (ﬁ) el

5] < h < ov 8\1/* )
= (v =
ox \ 2im

20




Dies kann als eine Kontinuitétsgleichung

9 9
Ypyr Y
ol Tl =0

mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

i) = g (05 - T

Daraus folgt das

o [*2 B Y :
a/ dl‘P——/I1 dﬂ?%—](xlat) ](x%t)

x1

eine Anderung der Wahrscheinlichkeit in einem z-Bereich bedingt also einen Tei-
chenstrom aus diesem Gebiet.

g [T
lim —/ dzP =0 (wegen (1))
ot J,,

T1——00,L2—00

Daher geniigt die Nomierung des Anfangswertes der Welle.

/°° da [0 (z,0)[% = /OO dz | (2, 1)

—00 —00

3.2 Verallgemeinerung

(a) Teilchen in einem Potential V (x): klassisch gilt hier

2
E=L 4v

2m

also erhélt man fiir die Schrodingergleichung

0 1 1 i
ih— U = dp @ ih | ——E | enr=F)
gv = = [wowwin(-1r)
—_———
2y
h2 82
= ——— U v
5 D2 +V(z)+
o R 9
=|th=+-——=5— v
~ (l ot + 2m Ox? v (:c))
(b) Drei-Dimensionaler Raum:
e Schrodingergleichung
ZFLQ\I} = —h—zA\I/ + Vv
ot 2m

21



e Kontinuitétsgleichung

9 .o
“p 7=
ot +V-j

e Wahrscheinlichkeitsdichte
P =y

e Wahrscheinlichkeitsstromdichte

P gy (0 (69) - (50

2im
(c) Mehrteilchensysteme:

e Wellenfunktion W (7, 7%, 73, . .., 7y, t) mit 7; als Ortsvektor des i-ten Teilchens

e Wahrscheinlichkeit |U (71, 7, 7, . . ., 7, t)]? (d3Fy - 7 - 73 -+ - 7,) das Teilchen i
bei 7 in Volumen d®7; zu finden. Es muss gelten

/m/fﬁmﬁWﬁyw%ﬁF<m

e Schrodingergleichung (in Analogie zur klassichen Hamiltonfunktion

H=Y" 2 V(... 7))

=1 2m;
ihg\I/ = En: — e A +V ¥
8t o 1 Qmi ¢

1=

3.3 Orts und Impulsoperator

Der Erwartungswert der Observablen z ist

<a:)t:/_2dx:c-P

wenn Die Wellenfunktion vorher korrekt normiert wurde. Daraus 148t sich der Impulser-
wartungswert (klassischer Impuls p = mv = m%m) mit dem Ansatz

d
(p)y=m (% (x>t> (‘Ehrenfest-Theorem’)
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berechnen.

0. = i [Laeoreon [~n (o) v (30)
T (G ()
T (e o)
(ai‘y Jrer(zv))
e (o) oo (29)

h . ho[e [0
=5 U *E/ood” <%‘I’>

=0 wenn normiert
Man findet somit
< L9
), = / v 0y

oo z ox

Impulb
(0.9}

(x), :/ dx Uz
—0o0

Der quantenmechanische Impuls wird daher durch den Impulsoperator

ersetzt. (Ein Operator ist eine Abbildung einer Funktion ¥ () in eine andere Funktion
Oy (x), die durch eine Rechenvorschrift aus ¥ bestimmt wird.) Analog dazu wird der
Ortsoperator

T==x

definiert. Bei der Anwendung der Operatoren ist die Reihenfolge wichtig
h 0

p¥ = - —V
7 Ox
h O h 0
gV = — — (zU¥) = — —v v
b zax(x) Z<x<8x >+ )
Daraus folgt mit
h
(b — ip) U =~
———— 1
[p,2]

die Heisenbergsche Vertauschungsrelation

4] =
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Auf den drei-dimensionalen Raum verallgemeinert lauten diese Beziehungen
7% == (jjla '%27 1‘3)
5 I he
p = (P1,P2,Ph3) = ;V
. . R h
[bi, &3] = pidj — &jDi = Z 0
Fiir die Kommutatoren [-, -] gelten folgende Regeln:
o8] =
[aa, ﬂz}} —  aafBh— Bhaa = of (ab — Ba) — af [a, B}
[a, Bé} = b[a,d + [a, B} ¢

>
fw g
Ve
S
j<N
|
>
S
N——
Il
|
—
S
joN
—

3.4 Orts- und Impulsraum - Darstellung

Die Wellenfunktion

dp@ erPe

\/_

lésst sich in eine Impulsraumdarstellung umrechnen.

e Fouriertransformation
1 o0 ) 7
dr e »PPU = / dz / d @ et W'o—pa)
V2rh J - 27h P

- = / N (' —p)z
= h/_oodpq)(p)27r/_ood:ceﬁ

-~

(5 @' -p))

= /Oo dp'® (p') 6 (p" — p)

—0o0

= ®(p)

e Normierung

/ dp ®*® = dp ®* / dx e 7P (x,0)
o _

Die Normierung bleibt also bei einer Fouriertransformation erhalten. (‘Parsevalsche
Theorem?’)
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e Zeitabhingigkeit gemé&f

1 o0 i
P = dx e” nPP
V 27Th /oo

hat keinen Einfluss auf Normierung

e Interpretation von ®

ee h 0
p) = Ur— —o
0 = [ wwwls

s 1 0x

h
= / d:c‘ll*\/_ dp@ peﬁ ;

IRACIN

= / dp ®*p®

— 00

dz Ue hpx> pd

q>*

In Analogie zu den Ortsraumdarstellungen ist ® die Wellenfunktion im Impuls-

raum, |®|?

die Wahrscheinlichkeitsdichte und |®|? dp die Wahrscheinlichkeit das

von ¢ beschriebene Teilchen zur Zeit ¢ mit Impuls im Bereich [p, p + dp] zu finden.
Der Ortsoperator ist im Impulsraum

()

/ dx Uz

—00

dx Psi*
[t s |

o h 0 1 & i
o — U*enP®
/_oodp (’L 8p> 27rh/_ood$ °r

dp@ zehPe
S~

pT

SR
St

gl

¢*
hoe 9 ho[e [0 B
Z/ @ 810(1) Z/oodp (81?( 20 <3p®>)
2jerel, —E./ apa Lo
VN > i J_ 0

=0 wenn normiert

% )
o* (ih— | ®
/_oo > (Zh@p>

Somit sind die Operatoren im Impulsraum

T = th—

p = p
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‘ ‘ Ortsraumdarstellung ‘ Impulsraumdarstellung

Wellenfunktion | ¥ = 2;;13 ffooo A3z PerPT | & = ﬁ f_oooo c_if)’x Ve #PT
Ortsoperator =7 7 =ihV,
Impulsoperator p= ?Vm p=7

3.5 Hermitesche Operatoren und Observable

e Operatoren & und p haben reelle Erwartungswerte fiir alle zuléssigen Wellenfunk-
tionen

o0 *

()" = (/ dx \If*x\P) = (%)
—00
o0 *

o = ([ o) — o)
—00

e Operatoren, deren Erwartungswerte fiir alle zuldssigen Wellenfunktionen reell sind
. . . . . _ h O
heiBen hermitesch. (Beispiel: ¥ (0), —7 <0 <7, Og = 7 55)
e In der Quantenmechanik wird jeder beobachtbaren Groe (Observable) ein hermi-
tescher Operator zugeordnet.

3.6 Korrespondenzprinzip

Den Elementen aus der klassischen Physik werden Quantenmechanische Operatoren zu-
geordnet

Wegen [p;, Z;] = 2—?51-]' existiert manchmal eine Ambiguitét. (z.B. z - p — Zp oder pz)
Diese kann man durch Symmetriesierung xp — %(ﬁﬁu + 2p) l6sen. Besonders wichtige
Operatoren sind: (in Ortsraumdarstellung)

(i) Ort: 7 — 7 =7

(ii) Impuls: p — ;3’: v

(iii) Drehimpuls: L =7 x §— L =7x p= ?FX Ve
(iv) kin. Energie: T' = % —T= % = —%A

(v) totale Energie (V (7) reell): H=T+V - H=T+V (1%’) (Hamiltonoperator)

Damit 148t sich die Schrédingergleichung als
9 X
h—VU = HU
"ot

schreiben, welches die Energie ' — ih% impliziert.
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3.7 Postulate der Quantenmechanik
e Zustand eines Systems wird durch die Wellenfunktion ¥ beschrieben.

o Zeitentwicklung ist durch die Schrédingergleichung

0 K2
h—VU = —— AUV 4+ VU
! ot 2m +

bestimmt.

e MefigroBen (Observable) entsprechen hermiteschen Operatoren. (z.B. Z, p, . ..

e Mittelwert des Operators A im Zustand ¥ ist durch

<A> — /_OO BRI AV

[e.9]

e Interpretation: |¥|? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte (Verteilung)
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4 Eigenwertproblem
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4.1 Stationdre Zustande

Durch den Ansatz ¥ = u (7) g (t) kann die zeitabhéngige Schrédingergleichung

'hQ\IJ——h—QA\IJ+V(")\II
! ot 2m "

separiert werden:

th d 1 h?
Tl == (A 7
gdtg u< o u+V(r)u>

-~

nur ¢ abhéngig nur 7 anbhingig

Diese Gleichung kann nur geltst werden, wenn beide Seiten konstant sind. Die Separa-
tionskonstante ist hierbei die zur Losung gehérende Energie F.

e Die Losung der linken Seite (z’h% g = Eg) kann man ablesen:
g(t)=en"

e Die der rechten Seite werden durch 16sen der Eigenwertgleichung von H

(—h—2A—|—V(F)>u:ﬁu:Eu

2m

bestimmt. Man erhélt dann die Energieeigenfunktionen ug () mit den Energieei-
genwerten F.

Die Energieeigenwerte E/ konnen einen diskreten oder kontinuierlichen Wertebereich
haben. (Eigenwertproblem) Im stationédren Zustand ¥p = u pe 1Pt gilt

(a) 2 2 2
Vg (7)) =Yg (7,0)|]" = |ug|
(b) . .
H) = EFUELHU :/ d*Fut Hu, = E
< > / rY¥p E Tup 1u

-0 —00
Fugp

Die allgemeine Losung der Schrodingergleichung ist eine Linearkombination der ein-

zelnen Losungen.
[ > p  diskrete E
V= { [dE  kontinuierliche E ce¥p
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Abbildung 4.1: Potentialkasten

4.2 Beispiel: Teilchen im eindimensionalen Potentialkasten

Als Beispiel soll nun die Eigenwertgleichung Hu = Fu der eindimensionale Schrodinger-
gleichung fiir ein Teilchen im Potentialkasten

0 |zl <a
V(x)—{ oo x| >a

gelost werden. Die Losung besteht aus zwei Teilfunktionen:

(1) |z| > a fihrt zu

u(x)=0
weil die Energie endlich sein soll.
(2) Fiir |z| < a erhédlt man
d? 2mE
a2t T v
Zum Losen dieser Gleichung muss man noch die (statischen) Randbedingungen
u(a) = 0
u(—a) = 0
beachten.
(i) E<O:
d? 2 . 2 _ 2m|E]|
0 = @u—au mit e = 2 >0

= u=ce" +coe "

Nun miissen noch die Randbedingungen erfiillt werden

u(a) =0 = c1e** +coe™ "

u(—a) = cre "+ cpe™®
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Daraus folgt das ¢; = 0 und ¢ = 0 und somit
u(z) =0 fir E<O0
(ii) E > 0:
2mE

72
= wu~sin(kx), cos(kz)

0 = o' +k*u mitk®=

>0

(a) Fiir die ungerade Losung (unter x < —z) erhilt man aus den Randbedin-
gungen

sin (l;:a =0 -

. =ka=nm n=1,23...

sin (—k‘a =

und somit fiir den Energieeigenwert

h? 2 n?m2h?
2m 2ma?

und die Eigenfunktion

1 . nmwT
Vg = —=sin (—)

Vva a

(b) Fiir die gerade Losung (unter z < —z) erhilt man aus den Randbedin-
gungen

cos (ka) =

0 1
COS(—k‘(J,) = }:>ka_2(2n_1)7r n_15273

und somit fiir den Energieeigenwert

2
By = e (2n — 1) w2h?
e 2m 8ma?

und die Eigenfunktion

v — 1 cos (2n — 1)z
‘T Va 2a
1

Der Normierungsfaktor (% wurde so gewahlt, das die Gleichungen
[e.e]
/ devv= [ dzvv= 1
—0oQ
e}
/ dzw*w = ffa drw*w= 1
—00

erfiillt sind. Diese Losungen bilden ein Vollsténdiges Orthonormalsystem.
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e Orthonormalitdt von v, und w,,

(a)

(wp|wy) = %/a dx cos (knx) cos (kpmx)  ky = w
_ % _a dz (cos ((kn — k) @) + cos (kn + k) 2))

1 n=m

1 1 “
o <2a+ o sin (2k,z) >

1 sin kn_k’m ) ln( kn+km _
EN CCE RO ) 0 ntm

Q

- 5nm

(b)

(Un|vm) = dnm k=n

Rechnung analog zu (a).

()
(wp|vm) = l/a dx cos (kpx)sin (l;:mx)

aJ a

1 [ ~ ~
= — dzx (sin ((km — kn) x) + sin ((k:m + kn) x))
2a J_,
=0
o Volistandigkeit: Sei U (stiickweise) glatte Funktion in [—a, a] mit den Rand-
bedingungen ¥ (a) = 0 und ¥ (—a) = 0 so gilt der Entwicklungssatz

o0

E bpwy, + Cnvn

mit den Entwicklungskoeffizienten b,, und c,.

(wp|¥) = / dx w,, U

—a

a

& a
= Z bm/ dx w; W, +cm/ dx W) v,
m=1 —a

—a

~~

=(wn|wWm)=0nm =(wn|vm)=0
= b,
(wn|W) = ¢n
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Beweis der Vollsténdigkeit:

U(z) = anwn ) + cnn ()

= > (wn|T) wy (2) + (gn|T) gn (2)
n=1

- / Zw () + vy, ( )vn(x) \Il(:c’)

= V(@)

Aus diesen Gleichungen erhilt man die allgemeine Losung der zeitabhéingigen Schro-
dingergleichung

e.9]
t) = Z bpwy (z) e 7 Fn=1t o (2) e ~ 5 Bant

Wir betrachten nun den Erwartungswert des Energieoperators H
a
<H> / do U AU — <\IJ|H\I/>
—a

(i

00
- anE2”_1 <\II’wn> e_%EQn_lt‘i‘an%z <\Il’1)n> 6_%E2"t
~— ——

n=1

o
Hwn e — 5 Ben— e, an e ﬁE?"t>

E2n 1Wn Egn -1

i
b:‘LeﬁEQn_lt C eﬁE2”

o0 oo
= > |bal* Ban1 + [enl? Bon mit Y |bn| + [enl* =

n=1 n=1

Dies ist der mit den Koeflizienten b,, und ¢, gewichtete Mittelwert der Energien. Somit
ist b, |*( |enl|?) die Wahrscheinlichkeit, dass im Zustand ¥ bei einer Energiemessung der
Wert Fo,_1 (Fa,) gefunden wird.

4.3 Anschlussbedingungen

Aus der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung

n__ 2m

Rz

folgen Bedingungen fiir die Stetigkeit der Ableitungen der Eigenfunkion u, welche selbst
immer stetig ist. Aus diesen Bedingungen folgen direkt die Anschlussbedingungen.

(V-E)p
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(A)
(B)

Abbildung 4.2: Potential mit endlicher Sprungstelle

Potential stetig = «” und u’ sind stetig

Potential stiickweise stetig. (bis auf endliche Sprungstelle bei x = a, siche Abb. 4.2)
= u” unstetig bei z = a und u stetig differenzierbar:

a+te ™Mm a+e
/as doa’ =il (a+e)—w(a—e) =35 | do (V- E)u

Beim Grenziibergang ¢ — 0 wird die rechte Seite Null also v’ (a + &) —u' (a — ) = 0.
Dies bedeutet, dass u’ stetig bei x = a ist. Damit gelten die Anschlussbedingungen

ur(a) = wuyr(a)
uI(a) = ’U,/[[(a)

an der Stelle x = a wobei u; und wy; Losungen der Schrédingergleichung in den
Gebieten I und II sind.

o-artige Potentiale (V () = Ad (x — a))

2m [oFe
u,(a—}—g) —u,(a—g) = ﬁ . dx (Aé(x—a) —E)u
2 a+te
= h—T(Au(a)—E/ d:vu)
a—ée
Bei Grenziibergang ¢ — 0 gilt v/ (a +¢) — v/ (a —¢) = 2?—2/\u (a). Somit hat v’ eine

endliche Sprungstelle. Es gelten also folgende Anschlussbedingungen:

ur(a) = wuyy(a)
2

u'rr(a) —u'r (a) 2 u(a)
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4.4 Impuls- und Ortseigenfunktion

(a) Fiir den Impulsoperator p = 7%8% gilt die Eigenwertgleichung
A 9 ip
pup () = puyp (z) < 9P = U

Damit sind die Eigenfunktionen ebene Wellen der Form
up () =N e P
Alle Eigenwerte p sind reell und kontinuierlich.

e ‘Orthonormalitit’

(wslun) = [ do NP HO g

= |[N[*2xhs (5 - p)

| 1
= D — mit N =4/ —
0(p =) ! 2mh

e Vollstindigkeit

9 . 1 00 D 3
/ dpup(a:)up(x):m/ dpe wPF2) = §(F — )

—00 —00

e Entwicklungssatz fiir u, (z) = ®*/"/ V(@rh,

— allgemeine Wellenfunktion

\I/:/OO dp® (p) up (x)

—0o0

— |® (p)|* dp Wahrscheinlichkeit, da eine Impulsmessung einen Wert im Be-
reich [p,p + dp] liefert
— Entwicklungskoeffizient

I R

e Normierung

Ve [Tt [Cw [T w [T e mem e ne)

_ /_Zdzo/_idﬁ@*(p)@(ﬁ)é(p—ﬁ)=/°° ap |9

— 00
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(b) Der Ortsoperator & = x ist hermitesch. Seine Eigenwertgleichung

Tug () = Cug () < (2 — §ug (x) =0

hat die Losung
ug () = N6 (x =€)

mit den reellen und kontinuierlichen Eigenwerten &.

e Orthonormalitét

(sos) = [ e sPa(s- )it

—0o0

- yNFa(g—é) :5(5—5) mit N = 1
e Vollstéandigkeit

/Oo d&uZ(i")ug(x):/oo de 6 (7 — £)0 (7 — )

—0o0 — 00

e Entwicklungssatz
Vo) = [ v ©ue(a)
Daher ist die Ortswellenfunktion selbst der Entwicklungskoeffizient. Also ist
|W|? dz die Wahrscheinlichkeit den Wert [, 2 4 dz] zu messen.

Leider tritt jedoch ein Problem bei der Normierung der Impuls- und Ortseigenfunk-
tionen auf: Weder u,, noch u¢ sind quadratintegrabel (normierbar).

oS L 1 L
_ de wtuy, = i dr — = lim — =
(uplup) /_Oo Lupty = A L Yorh T it 2nh 0
P/2
(uglug) = lim dp o— = lim —— = o0

P—oo —pP/2 2 P—oo 27

Dreidimensionale Verallgemeinerung

e Impulsoperator
~ h

mit den Lésungen

(i)
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(if)

e Ortsoperator

mit den Lésungen

(1)

(if)

[e.9]

—0o0

() = (w|V)=

\/7
. . . 2 2
4.5 Freies Teilchen als Eigenwertproblem H = —2h—mA
e zeitabhéngige Schrodingergleichung
d =
Zh@ W (Z,t) = HV (Z,1)
e Eigenwertgleichung
e Losungen
P hQEQ
up () = Ne"™ E = - reell
(a) E<O0
- - 2m |E
F=if= |F = ”2‘2 | & reel

Damit ist die ‘Losung’

fiir |Z| — oo nicht beschrinkt.
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(b) E > 0: Man erhilt reelle k mit ‘E ‘ = QG?E also ebene Wellen.

o F fest = ‘1_5 ‘ fest, aber Richtung beliebig, d.h. es existieren unendlich viele Eigen-

losungen ug (¥) zum selben Eigenwert E. Der Entartungsgrad ist also co.

e simultane Eigenlosung zu ﬁ’

5o hg e
Pup (T) = —VuE( ) = hkug (¥)

(i) Konsequenz von [f[ , ]3] = 0. Sei ¥ Eigenfunktion von § dann
PV =pU = HpY = pHY = pHT
= HV ist Eigenlésung zu p mit Eigenwert p. (nicht entartet)
= HU ~ U=HU = EV

(H¥ ist auch Eigenlsung zu H)

(ii) Eigenwerte zu 7 unterscheiden entartete Eigenfunktionen zu H

up (¥) — u, () = Ne'™ FE = o

e Orthogonalitét, Vollstdndigkeit wie in Kapitel 4.3
(uluy) = 6 (F—5)
/ Bpu ( )up(*) - 5(5—:5)
e stationdre Losungen

U, (7,1) = up (@) e

e allgemeine Losung der zeitanhédngigen Schrodingergleichung

(1) = / T B () v, (7 1)

— d3pq) ﬁ)eh (pr—Et)
\/27r

(siehe Kapitel 2 und 3)
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Normierungsverfahren fiir Ebene-Wellen-Losungen ¥ (Z) ~ "% und fiir absolut loka-

lisierte d-Funktionsartige Losungen W (&) ~ ¢ (:E - E)

(1) Grenzfille normierbarer Beschreibungen (im Experiment hat man Impulsbreiten und
endliche Auflésungen)

1
up () = 27Theﬁpx
1 SR iy
—U(z) = waz/ dpg (p—p)en”
) -
, 5 (p=D)
e%pz o —_———

*

= dp —D)e
Nz py(p—p)
(* langsam variabel falls g bei 0 gepeaked) Daher ist eine ebene Welle oft eine gute
Néherung. Analog kann wu¢ () = 6 (v — &) durch ein Wellenpaket
1
@(m)=:<g)4e—%@—@2

s

(a hinreichend grofl) approximiert werden.
(2) Genzfille von Losungen im endlichen Volumen V. (siehe Ubungen)

(3) Teilchenzahlnormierung
U (Z,t) = Nei(kZ—wt)
Losung der Schrodingergleichung. Daraus folgt die Kontinuitétsgleichung

0

ap(l‘,t) + VJ (l’,t) =0

p(Z,t) = |U (Z,t)|> = |N|* = konst. fiir stat. Zusténde

@t = —E—@ﬁﬁW—<ﬁwﬂqﬁ

2im
hk
= — |N|*=pi= konst
m
Allgemeiner als Normerhaltung ist die differentielle Aussage. Die Kontinuitdtsglei-
chung ist auch fiir nicht normierte Wellenfunktionen als eine Bedingung fiir Teil-

chenzahlerhaltung sinnvoll. W (Z,t) beschreibe einen Strahl von Teilchen mit der
Teilchendichte d = TeilchenanzahlproV olumeneinheit/ | Psi|> dZ = |N|* dV und
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[2|®|? d3% = |N|> v Wahrscheinlichkeit im Volumen V mit |[N| = \/a. j (Z,t) be-
schreibt die Teilchenstromedichte ¢. (Anzahl der Teilchen die pro Zeiteinheit eine
Einheitsfliche passieren ¢ = dv.

j(@t) = pi=|N|o=dv=2¢
= |N|= @
|9]
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5 Charakteristische Potentiale und
Quantenmechanische Effekte
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Abbildung 5.1: Potentialgraben

5.1 Potentialgraben

Der Potentialgraben 148t sich durch das Potential

V(x>:{0 lz| > a

Vo |z| <amit VH >0

beschreiben. Die Eigenwertgleichung fiir H ist wie immer

- K2 d?

(A) Energieeigenwert E > 0 (Streuzusténde)

lz| > a (in LII) " +ku=0 k= 27;;215 — g ~ eFikT
|l’| <a(in II) u”—|—q2u:0 q= Wiu,\,eiiqx

(i) Losung fiir von links einlaufende ebene Welle
o r < a:
u = eikaz + Refik:p

(einlaufende Welle ist auf ein Teilchen/Volumen (Volumen hier nur eindi-
mensional, also Lénge) normiert)

o |z| <a:
u = Ae'® 4 Be "

e r>a
u = Te'*=

Wobei R die Reflektions- und 7' die Transmissionsamplitude sind.
(ii) Anschlussbedingungen (nach Kapitel 4.3)
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o Stetigkeit von u

ur (—(Z) =Uuyys (—a) = e—’ika + Reika _ Ae_iqa + Beiqa
urr (a) = uprr (@) = Ael® 4 Be 190 = Teitka

e Stetigkeit von u/
Wi (—a) =11 (—a) = ik <e_ika - Reika) =iq (Ae_iqa - Beiqa)
'y (a) =u'rr(a) = g (Aeiqa — Be_iqa) = ikTe'e
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir vier Unbekannte. Die Losungen sind

(¢* — k?) sin (2ga)
2kq cos (2qa) — i (¢? + k?) sin (2qa)
2kq

R — ie—Qika

T =
i (q% — k2) sin (2qa)

A = 1 (1 + E) eik—q)ap
2 q

B = L(1_F)t-aar
2 q

(iii) Stromerhaltung

0 0 ) 9
Co+Si=0 mitp=
5 T a5 mit p = |ul
~~
0
d.h.
j= M (u*u’ — u*/u) = E% (u*u') = konst
2im m

fiir eine allgemeine ebene Welle u = ae™® 4 Be~= gilt

Jj = E% ((a*efikx 4 ﬂ*elkx) ik (aeikz o 5e—ikx))

m

= gy |Oé|2 . |ﬁ‘2 . a*ﬁe—szx + ﬁ*ae%km
m

rein imaginér

Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsstrome

) h
= (AP - 8P
m
. hk
Jirr = —‘T’2
m
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Aus den Stetigkeitsbedingungen folgt j; + jrr + jrrr- Mit dem Reflektionsko-

effizient '
_ jfe.ﬂ. _ ‘ R’Q
]eln
und dem Transmissionskoeffizient
t — jtfans. — ‘T|2
Jein

erhélt man
r4+t=|R*+|T?=1

Anmerkung

)

(i) klassich existiert keine Reflektion (nur Geschwindigkeitséinderung % >

(ii) Reflexion in der Quantenmechnanik vergleichbar mit Lichtreflektion an Grenz-
flichen von Medien verschiedener Brechungsindizes
(iii) F > 0: kontinuierliches Energiespektrum

(iv) Resonanzphinomen: R = 0 (d.h. |T|> = 1) fiir sin (2¢a) = 0

= 2qa= nm n=123,...
2m(E+Vy)  n*r?
h? - 4a?
n’mw?h?

8ma?

= ¢ =

= FkE,= —VW+ >0

Fiir den Transmissionskoeffizienten folgt:

L 1 _ q2—k2 2_ V02
~ 1+¢e%sin(2qa) — \ 2kq 4B (E+V2)

(siehe Abb. 5.2) Das Resonanzphénomen entsteht durch destruktive Interfer-
renz zwischen den bei x = —a und z = a reflektierten Wellen. (Phasensprung
7 bei z = —a)

= 4a = nA+ Phasensprung

. 27
= 2qa =n7 mltq:T
(B) Energieeigenwerte —Vy < E < 0 (Bindungszusténde)
2m (—FE
lz| >a v —Ku=0 k= % (5.1)
2m (E+ W
|z <a v +¢u=0 ¢q= w (5.2)
Die Losungen kann man sofort ablesen: Fiir (5.1) erhélt man u ~ e**% und fiir (5.2)
+iqx
u~e
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712

0 T T T T T
E, E, Es E, Es

Abbildung 5.2: Transmissionskoeffizient als Funktion von F

(i) gerade Losung

< —a u = Aef* (— 0 fir z — —o0)
|| <a wu= Bcos(qz)

x>—a u=Ae " (— 0 fiir z — o0)
(ii) ungerade Losung

< —a u = Ae"” (— 0 fir z — —o0)
|| <a w= Bsin(qx)

r>—-a u=Ae " (— 0 fiir z — o00)

Anschlussbedingungen zu (i)

Da u und v stetig sein miissen erhélt man an den Stellen —a und a folgende Be-
dingungen:

Ae™ ™ = Becos(Fqa)
Are ™ = Bgsin(qa)
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und somit die Eigenwertbedingung
K
tan (qa) = —
q

Dies kann man dann numerisch 1osen lassen.

Anschlussbedingungen zu (ii)

Da wiederum w und u' stetig sein miissen erhélt man an den Stellen —a und a
folgende Bedingungen:

—Ae ™ = —Bsin(qa)
—Arke ™ = Bgqcos(qa)

und somit die Eigenwertbedingung
K
—cot (qa) = —
( q
Dies kann man dann ebenfalls numerisch 16sen lassen.

Energieeigenwerte fiir gerade Losung (+)

(+) 2 N H?
E7(L+) =—-W+ yn—; n=12,...,N; tan (yﬁﬁ) _ VAT
2ma? yﬁf)
Energieeigenwerte fiir gerade Losung (-)
()2 N — )P
E,(l_) =-Vo+ M; n=12,...,N; tan (I—i—y(_)) — VAT
2ma? 2 y7(f)

Anmerkung
(1) VA gibt es mindestens einen gebundenen Zustand (+)
(2) je tiefer/breiter der Potentialgraben, desto mehr gebundene Zusténde gibt es

(3) fiir groBe A (Vo — o0) bekommt man approximativ die Zustidnde/Eigenwerte des
unendlich tiefen Potentialkastens

y=ge=(n-3)7 (1) y=ga=nm ()

(4) Da u$ (0) = 0 gilt, sind die ungeraden Wellenfunktionen auch Lésungen zu
einer unendlich hohen Potentialwand mit einem davor liegendem Graben der
Breite a.
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Normierung

/ luf? dz = 1 firm-eur u(P), ul~)

Mit der geraden Losung

Aek® < —a
ul) =< Beos(gz) |z <a
Ae k= T>a
gilt
—a a oo
1= / du |A]? e2F® +/ dz |B|? cos? (qx) +/ da |A]? ek
—00 —a a
Man erhalt
B _ e—ka
B sin (qa)
4 - qk cos? (qa) eZka
N gka + g cos? (qa) + ksin (ga) cos (ga)
Mit der ungerade Losung
— Aek= z < —aqa
ul) = ¢ Bsin(gz) |z]<a
Ae k= T>a

ergibt sich

e—ka

sin (qa)

B = -A

4 - qk sin? (qa) e2ka
B qka + qsin? (qa) — ksin (ga) cos (qa)

5.2 Potentialwall — Ubung

5.3 Potentialspitzen V (z) ~ ¢ (x)

Dies ist ein Modell fiir Potentialgriaben mit sehr grofler Tiefe und sehr kleiner Breite.
(Anwendung in Molekiilphysik und Metalltheorie)

Bindende Deltafunktion
Mit dem Potential

V (z) = —2Vpao (z)
erhilt man die Eigewertgleichung

2mE 4mVpa
" 7’11,: —7(5 (.ﬁU)a(.’E)
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(A) E<O:

2m (—F 2
v — K*u = —2¢%ad (z) u mit kK = —m7(12 ), q=1/ 7;;2%

Die Losung ist also

| Ae™™ x>0
YT\ Bert  z<0

} da u (£00) = 0

Aus der Stetigkeit von u folgt A = B. Weiterhin gilt

lim (o' (6) ' (~¢)) = %m (=2Vha) u (0) = —2%au (0)

—2ku(0)
Also ist k& = ¢g%a. Damti existiert nur ein Energieeigenwert

2mV02a2

E= 2

Normierung

2 oo 2 2 A 73
1—/ oodx |ul —2/ dr |A|°e 2 = "= = A = \/ke'
—00 0 K

Eigenlosung

u = \/re "7

2m (—F 2mV;
u”+k‘2u:—2q2a5(a¢)umitk: %,q: /777;20

Fiir ein von links einlaufendes Teilchen erhélt man folgende Lésung

(B) E > 0:

ethr 4 Re—thz 4 <)
Tetkx x>0

Aus der Stetigkeit von u folgt 1 + R = T und die fiir die Ableitung

2
. . 1q°a k
kT —ik(1-R)=—-2¢°aT = R= ——— T = ———
! i ( ) ¢a k —iq3a k —iq3a
mit Reflektionskoeffizent |R| = % und Transmissionskoeffizient |T'| = %.

AbstoBende Deltafunktion
Die abstofiende Deltafunktion wird durch das Potential

V (z) = 2Vyad ()
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beschrieben. Fiir £ > 0, k = 2’,?2E und q = 2722‘/ 0 gilt die Eigenwertgleichung

u”" + ky = 2¢%ad (z) a ()
Es wird wieder die ebene Wellen-Losung benutzt:

[ e*r 4 Re7kr z <0
T Tetke x>0

Aus der Stetigkeit von u folgt 1 + R = T. Der Sprung in u’

lim (u' () — ' (=¢)) = 2ikR = 2¢%a(1 - R)
=  kR=—i¢%a(1+R)
iq%a ' k

= R=- =
k +iq2%a’ k+iq%a

Dieses Potential findet Anwendung in der Theorie von Metallen, Isolatoren und Halb-
leitern. z.B. Kronig - Penney-Modell V (x) =Y 2 6 (x —na) = Energiebénder und
verbotene Bereiche.

5.4 Allgemeine Diskussion

(1) V — E > 0: Vorzeichen von »” und v identisch, also konvex zur x-Achse.
(2) V — E < 0: Vorzeichen von u” und u entgegengesetzt, d.h. konkav zur x-Achse.

(3) V- E=0: 4" =0 d.h. u hat einen Wendepunkt.
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6 Zustandsraume und Operatoren

50



Quantenmechanische Zustandsrdume sind Hilbertrdume 2. Observable sind hermi-
tesche Operatoren in 7.

6.1 Hilbertraum J7Z

(i) linearer Raum dber C:  bildet eine abelsche Gruppe beziiglich der ‘+’ Verkniip-
fung. Sei ¢, ¢, € 7 und a, b € C dann gilt

a(+¢) = ap+ad
(a+b)w = ayp+ by
ay) = (ab)y

Iy = 4
O = o
(ii) wnitdrer Raum: Seien ¢, ¢, x € S dann existiert ein Element + € C ( Skalarpro-
dukt) mit
(WlY)y >0 positiv definiert
(Yl) =01 =0
(ol¥)" = (v[o)

(Play +bx) = a(9|) +b(¢x)

Durch dieses Skalarprodukt ist der Hilbertraum normiert mit der Norm

[l = v (@l¥)

und es existiert ein Orthonormalsystem mit
<¢z|w]> = 51]

(iii) wollstindiger Raum: Sei {1;} ein Orthonormalsystem dann kann ein beliebiges ¢ €
A durch

b= anh mit a; = (¥i|$)
i
dargestellt werden. Dann gilt

]2 = (¢lo) = (aitilajiy) Zaaj U—ZW

7.7

Quantenmechanische Zustandsrdume sind immer Hilbertrdume. z.B. Mannigfaltigkeit
der komplexwertigen, quadratintegrablen, stetigen Funktionen 1 (7, t) mit dem Skalar-

produkt (¢|y) = [ d3F ¢*y.
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6.2 Lineare Operatoren

(i) Operator A definiert eine Abbildung (Transformation) einer Teilmenge h C J# in
einen Hilbertraum A’

veEh—Ap=pel
In vielen Fillen ist A/ = 7.

(ii) Seien 9, ¢ € h und a, b € C, dann gilt fiir einen lineraren Operator A

o AW+9¢) =AY+ Ag
o Aay) = ady
o InraoVyen || A¥|| < M| Kleinste Schranke M ist die Norm von A

(iii) adjungierter Operator AT: Wenn A ein linearer Operator in . ist, dann existiert
ein linearer Operator A so daf fiir alle ¥, ¢ € S

(Atglw) = (sldv)
gilt. Wenn AT = A dann ist A selbstadjungiert. (hermitesch)

(iv) Operatorverkiipfungen

. AB)zp: A(Bw
.[A,B} :(AB—BA)’Q/J
1y =

o0y =0

(v) niitzliche Identitéaten

(vi) zusammengesetzte hermitesche Operatoren: Wenn der Erwartungswert

(o) = (),
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fiir alle 1) reell ist. Genau dann ist der Operator hermitesch also AT = A. Beweis:

(wd) = (Aot = (dvio) = (vidv)

e Wenn A und B hermitesch dann ist auch i [/1, B} hermitesch. Beweis:
~ AN\ T A A ~ A
(i [A, BD = [BT,AT} = [B,A} —i [A,B}

e A - B hermitesch fiir {A, B} =0.

e mit beliebigem A gilt
(A4 af) =it s A=Ay
(i(A-aN)) =~ (A1 - A) =i (A-4") =i (4+ A1)
Also sind A + At und (A - AT> hermitesch.

e AAT ist hermitesch

6.3 Unscharferelation

Im folgenden werden zwei hermitesche Operatoren A, B mit {A, B’} # 0 betrachtet. Die
Unschirfe AA und AB sind die Varianzen

oy =(en) (e) = {(e-(¢)))
EsseiU=A— <A>, V=B- <B> und die Wellenfunktion ¢ = Ut + iAV1) mit A € R.
Dann gilt
(a) U, V sind hermitesch da A und B hermitesch
o ] - i (4) - ()] - 1.5
(c)
(9l¢) = 1(A) =0
(O + iVl +irave)
- <U¢|U¢> +iA <U¢|V1/;> i\ <f/¢|f]¢> A2 <V¢yf/¢>
(

0) + ([0 V]) 0 (7)

= (AA)?+ )% (AB)? +1A<[A,B}>
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Um [ zu minimieren sind die erste und zweite Ableitung zu bilden

d%\]()\) = 0=2x(AB) +i(|4,B])
dd_;[@) = 2(AB)*>0 also Min.
()

I() = 1<[ ’ }>+1<[A BD
4 (AB* 2 (AB)
_ 111<([i’31>

= (AA)?(AB) > 4<i [A,BD

Im allgemeinen sind die beiden Seiten ungleich. Die minimale Unschiarfe AAAB =

% <z [A, 3} > wird genau dann erreicht, wenn die Wellenfunktion v eine Gaufverteilung

in den entsprechenden Observablen ist.
Beispiel: Orts- £ und Impulsoperator p

o | St

[Z,p] = ih = AzAp >

6.4 Ehrenfest-Theorem

Sei A ein linearer Operator mit dem Erwartungswert

(4) = (wldv) = [ @70 Ay

(i) zeitliche Anderung von < A>

%<A> - /d35<(§w>Aw+w (g )ww*ﬁ(%w))

Il
—
QL
o
ST
VR
> =
—
—
sl
<
~
*
o
<
|
<
*
+ —~

- (i) oiase))

- L))+ (54)
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Daraus folgt
d /- T /Ta a 0 / x
7 (4) =5 ([7A]) + 5 (4)
7)) =3 "o
(ii) Vergleich mit klassicher Mechanik: Mit den verallgemeinerten Orts- und Impulsko-
ordinaten ¢, p ist

d 0
—A={H A —A
gt = A
Korrespondenz zwischen Quantenmechanik und klassische Mechanik
Klassische Mechanik ‘ Quantenmechanik
(H, A) i {ﬂ,AJ
o) A o A
A 24 <A>, <§A>

Ehrenfest-Theorem: Die klassischen Gleichungen gelten fiir die Erwartungswerte
der entsprechenden Quantenmechanischen Operatoren

(iii) Anwendung auf & und p

o Mit
7.5 = [Z4v@).e| = = 6lp.al+ hald)
) 2m ) 2 ) M
1 (h, h, h .
= 5 P+ =p|=-—"p
m 1 1 m

erhilt man

. P>
] = |gn V@] =@
= [V (2), Ei} in Ortsraumdarstellung
i Ox
h 0 h
Tidg) W =@

also ist
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6.5 Symmetrietransformationen

%<A>:%<[ﬁA < > (6.1)

=0 geht (6.1) in

Nach Kapitel 6.4 gilt

QJ|Q;

fiir alle zuldssigen Wellenfunktionen. Unter der Annahme
& (A) =owp o [1.4]
dt B ’
iiber. Also ist A eine Erhaltungsgrose.

Bewegungskonstante | Invarianz des Systems (H) unter einer Transformation (A)

Impulserhaltung Translationsinvarianz
Drehimpulserhaltung | Rotationsinvarianz
Energierhaltung Invarianz unter Zeittransformation

Dies ist das Noethertheorem.

Beispiele
(i) Energieerhaltung (Ausnahme): Grundsétzlich gilt {I;I JH } = 0 also gilt

d /.- o - 9 .
%<H>_<EH>_O falls —H =0

Dies bedeutet Invarianz unter Zeitverschiebung. z.B. fir H = % + V (&,t) mufl

%V = 0 gelten. Anmerkung: Die Zeit ist in der Quantenmechnik ein Parameter
und kein Operator.

(ii) Impulserhaltung: Da %p = 0 ist % (p) = 0 falls [fI ,ﬁ} = 0. Impulserhaltung ist

gleichbedeutend mit Translationsinvarianz. * — x + a mit festem a beschreibt eine
eindimensionale Translation. In der Quantenmechnik wird dieser Ausdruck zu

A~ 7 A
& — &+ al = enPoge wbo

Beweis
Nach Baker-Hausdorff gilt en?%ge~ 7P = > % mit Cy = 2, C; = [hpa x] =

a und C’g = [%ﬁa, C’l} =0 (dh. C, = 0 mit n > 1). Also ist ehpaace e —

Yool Cn — 4+ q.

U (a) ei?
wird als Translationsoperator mit dem erzeugenden Operator der Translation ﬁ
bezeichnet. (UzU ! = & + a). Da p hermitesch ist U unitir mit

:rk

—vi— AR N
pa _ —gpd _ -1

:r\~

Ul =e”
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Translationsinvarianz und Impulserhaltung

[ i A] PN UHU ' =H Invarianz/Symmetrie
Pl = 4 (p) =0= (p) = konst Erhaltungssatz

2B. fir H = L2 4V gilt [Fl,ﬁ} - [V,ﬁ} =0 falls V = konst also 2V = —K =0
(freies Teilchen).

Bemerkung

— ~

(a) periodisches Potential V (Z+ @) = V (&) also UHU ' = H da UV (a%) U-l=

v(i+a)=v(7)
(b) Bei abgeschlossenen Mehrteilchensystemen kann man Schwerpunkts- oder Re-
lativkoordinaten wéhlen. Bei Schwerpunktskoordinaten ist H unabhéingig von

der Schwerpunktsbedingung. Im Fall von Relativkoordinaten ist H sogar trivial
translationsinvariant.

(iii) Drehimpulserhaltung: Falls [f] , I_;} =0is di <E> = 0. Klassisch wird eine Rotation
um die 3-Achse mit

1 z' cosaa —sina 0 1
zo| = 22| = sina cosae 0 9
T3 :L‘/3 0 0 1 I3

In der Quantenmechanik wird diese Drehung durch

Fod = erlsageilsa
) cosa —sina 0\ [
#h| = |sina cosa 0] |22
i 0 0 1) \ay

beschrieben. Der Rotationsoperator ist im allgemeinen Fall

mit dem erzeugenden Operator L. Es gilt

7 =UZU ' = R(@)
mit R als orthogonale 3 x 3-Drehmatrix. Beweis: #? = a/;2/; L RijxjRipxy, =
RjTZ-Rz-ka:j:ck = 0jkT;Tp = T;T; — RTR =1 also R orthogonal.

Rotationsinvarianz und Drehlmpulserhaltung

UHU- Symmetrie
[H,L} =0=4{ , /= S _
T <L> =0= <L> = konst Drehimpulserhaltung

2B fir B = 2 4+ gilt [H L} — 0 falls [p, } — 0 und [V, E} — 0. (letuteres gilt falls
V(E)=V (\56!))
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6.6 Vollstiandiger Satz von Observablen

6.6.1 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Als Eigenwert a,, bezeichnet man eine Zahl die die Gleichung
Apy = antn

mit einer zu dem Eigenwert passenden Eigenfunktion v, erfiillt.

(i) Falls A hermitesch ist, so sind die Eigenwerte a,, reell:
a: = <A¢n|7/)n> = <¢n|1217w[)n> = Aan

(ii) Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten hermitescher Operatoren sind or-
thogonal:

(Amltn) = (Yl Aton ) = (@m = an) Gmltbn) = 0 = (Ym[thn) = 0
#0

(iii) verschiedene Eigenfunktionen zum selben Eigenwert (Entartung) kénnen orthogo-
nalisiert werden.

Apg =athy a=1,...,N (N — fache Entartung)

Dazu definieren wir eine N x N-Matrix Cop = (1a[thp). Diese ist wegen C5 =
(Yglva) = Cgq also C* = CT = C*" = C' = CT = C hermitesch.

e C kann durch eine unitire Matrix (U = U~!) diagonalisiert werden. D.h. es
existiert eine Matrix U mit UtCU = D und D,g = 043dq-

e transformierte Zusténde ¢o = 3. Uyat)y

(baldg) = D) (Uyathy|Usptrs)
)

= U::a <¢’7|¢delm> U&ﬁ = U;rwcnggﬁ

- (vfev) 1y = Do = Basda

(iv) Eigenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

Zw,*n (2') tm () = 6 (2 — x) (in Ortsdarstellung )
Daraus folgt

Y (x) = /d$/5 (x' — x) P (:E/) = Z / da' ¥, (:U’) U () Y, (:c’) = Z CmWm ()

m

mit cm = (|1). Damit gilt <A> =5 JemlPam und 1= (1) S, Jem|®
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6.6.2 Vertauschbarkeit und simultane Eigenfunktionen

A,
(i)

(i)

(iii)

B , C seien hermitesche Operatoren.

Sei {1} ein vollstindiges System von Eigenfunktionen zu A und B also Ay, =
antbn, und By, = bpthy. Dann ist gilt [A, B] W = (bntn — anbn) P = 0 d.h.

[A, B} -0
Seien A und B vertauschbar. ([/1, B] =0)

(a) Wenn die Eigenfunktionen von A nicht entartet (A = at)) sind, dann gilt
ABy = BAy = aBy d.h. By sind Eigenfunktionen zu A mit demselben Eigen-
wert a. Wegen Nichtentartung muss gelten Bv,/J = . Damit sind 1 simultane
Eigenfunktionen von A und B.

(b) Sind die Eigenfunktionen von A N-fach entartet mit Ay = athg a =1,...,N
dann kénnen die Eigenfunktionen orthogonalisiert werden. ((¥5|¢a) = dap
Dann ist ABy = BAty = aBi),. Wegen Entartung ist Bibe = ijy\]:l Bart)sy.

(BY = B, B N x N-Matrix) B ist hermitesch, da By, = <%IB%> =
<Bwvyzpa> - <¢713%> — B:, also B = Bl. Diese Matrix kann mit Hilfe

einer unitiren Matrix U diagonalisiert werden: UTBU = B; Baﬁ = Badag.
Daraus folgt UTBUU' = BUT = BUW = UTBy = U By = BUTY d.h. ¢, =
~—

¢
Z]gvz1 U;ﬁwﬁ sind simultane Figenfunktionen zu B mit nga = boda; b =
(UTBU) o

{/1, B , C’, . } hermitesche Operatoren
e vertauschbar
e gemeinsames System von Eigenfunktionen (nicht entartet) {¢q ..}

d.h. vollstédndiger Satz von Observablen. Die Zusténde v, .. sind durch die Ei-
genwerte {a,b,c,...} eindeutig charakterisiert. Observable sind gleichzeitig ohne
Unschérfe messbar. Daher enthélt {a,b,¢,...} die groftmogliche Information iiber
ein System

Sei O ein weiterer Operator, der mit {A, B,C,.. } kommutiert.

Dann ist OAwa,b,C,_._ =F(a,b,c,...)Yqpe,.. also O=F (a,b,c,...) eindeutig wegen
Vertauschbarkeit.
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6.7 Parititsoperator

z.B. Potentialkasten: Zwei Klassen von Eigenfunktionen

e gerade Losung wy, () = wy, (—z) positive Paritét

e ungerade Losung v, () = —v, (—x) negative Paritét
Allgemein gilt
- o () P=+41

(a) Definition Paritéitsoperator P:

Eigenschaften von P
() P(Po@.n) = P (50 = v (@)= P2=1

ii) Projektionsoperator % (1 + P). Fiir Projektionsoperatoren II; gilt 12 = I1,,
2 7

M0, = 0fiwi # 0, Y, Pi; = 1. Beweis fir § (1+P): (} 1115))2 -
L+ P2e2P) =5 (1£P), 5 (1+P) 5 (1-P) =4 (1- %) =0,
%<1+P>+%<1—P> —1

(iii) P ist hermitesch: <¢|13¢ = [ d3T* (T,t)) (7, t)
T [ @it (<500 (70) = [ 7 (P (@,0) 6 (@0) = (Pelw) dh. P =

P ist eine Observable.

(b) Paritatstransformationen und -erhaltung

(i)
o= Ty
i) = ~29u(an=—pexn
P(pPPy) = PpP~t (Py) = PHP™v (—,1)
i =
(i)
T = T
P(#) = —du(-t) =iy (-7,1)
ﬁ’(:%A‘lﬁ’@z)) = Pzp! ﬁ¢>:P9?P‘1w(—f,t)



Damit folgt fiir H = fim +V (2): PHP™' = 21% +V (—i") = H fiir V < i ) Also
gilt fiir ein spiegelsymetrisches Potential PH = HP : {ﬁ,ﬁ} = 0. Da %—f =0=

—d<dlz> = 0 fiir alle v besteht Paritétserhaltung.

(¢) Paritéitseigenfunktionen: Py = Py = 1 (=, t), P2 = P2p = 1) also sind P = +1
die Eigenwerte des Paritédtsoperators. Mit 1/&% <1 + ]5) 1) ergeben sich die Eigen-

funktionen

14+ P)y +uy
1—-P)y —y_

_|_

Py = (Pﬂ)w:

| =

NI—= N[

61



7 Operatormethoden
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e Auffinden von Eigenwerten und -funktionen von Observablen

e Abstrahierung auf Eigenzustéinde von Observable die nicht mit Ort oder Impuls
verkniipft sind (Spin, Drehimpuls)

7.1 Harmonischer Oszillator

H=—+-mwt* [p,z]-

2 252 1 2.2 7_;0
2m = 2 )

(i) Definition der Leiteroperatoren @ und a':

R mw p
a = 2—7196 +1 T

it = P
2h 2mwh

Daraus folgt
p o= iy Th (a'-a)
) W
r = —(a —i—a)

fiir den Orts- und Impulsoperator. Die Konstanten wurden dabei so gewéhlt, dass

a0l = |/ = (3]~ (2.5 = 1

gilt. Weiterhin ist [@,a] = 0 und [af,a'] = 0. In néchsten Schritt wird der Hamil-
tonoperator durch die beiden Leiteroperatoren ausgedriickt.

Fw
Smwti? = 2 (aTaT +afa+aal + aa)
~2
o (-ataf +aa + aa’ - aa)
2m 4
. Fw Fw 1
o= % (aTa + aa‘f) == (2@*@ + [a, aTD = hw <eff& + 5)

(ii) Sei u ein Eigenzustand von H d.h. Hu = Fu dann gilt
i (ate) = ([f.al]+a'f)u
(nwat +at ) u
= (B +hw) (aTu)
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= (E - hw) (au)

d.h. a'w und Gu sind ebenfalls Eigenzusténde zu H mit den Eigenwerten (E + hw)
und (F — hw).

a'  erzeugt einen Energiequant fiw (Erzeugungsoperator)

a  vernichtet einen Energiequant iw  (Vernichtungsoperator)

(iii) Besetzungszahloperator: 7 = a'a

e [R,a] = —a; [, al] = —al
° I:I:ﬁw(ﬁ-i-%)

(iv) Auffinden des Eigenspektrums von n: 1), = ntby; (¥n|thn) =1

e n > 0: Beweis: 0 < (b, |ahn) = (Un|fthn) = n (thn|t0n) = n. Also ist H positiv
definit.
e n ist ganzzahlig: Fiir den Beweis notwendig:
(1) [n,a™] = —ma™: Beweis durch vollstdndige Induktion.
LA. [A,a] = [afa,a] = —a
1.V. Behauptung sei wahr fiir m
LS. [ﬁ &mH] = [A,aa"] = a[n,a™] + [p,a]a™ = (—m)a™ ! —
Am—&-l (m € 1) Am—+1
Wenn LLA. und I.S. dann gilt die Behauptung fiir alle m.
(2) (ELT)” a"hy, =11I7_; (m —n + j) ¢m: Beweis wiederum durch vollstéindige
Induktion.
LA. firn=1: atay,, = na, = mi,
I.LV. Behauptung sei wahr fiir n
LS. (aT)"+1 A“+1¢ (@h)" 2@,
(@)" [, + (a ) i, = —n (@) @,
m (af)" ( ) ¢m = (m—n)Ij_, (m—=n+j)Pm
(m —n) I, (m — (n+1) + 5) ¥ =
32 (m = (n+1) + ) ¥m
Aus LLA. und L.S. folgt das die Behauptung fiir alle n wahr ist.

_l’_

Der Beweis der Behauptung, das n ganzzahlig ist erfolgt durch Widerspruch:
Angenommen es gibt einen Eigenzustand ) mit A nicht ganzzahlig. Dann
wahlen wir eine kleinste Zahl ny € N mit ny — A > 0. Nun Betrachten wir den
Zustand a" ). Dann ist 1 (@™ )) = (@™ — naa™ ) ¥y = (A —ny) @™ ,.
——

<0
Um zu normieren brauchen wir noch das Skalarprodukt: (a™y|a"™ 1)) =
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(il (@)™ amrapy) = T2} (A = ny + §) (¥altha) = N > 0. Damit ist “’”ﬁ ein
——

=1
normierter Eigenzustand mit negativem Eigenwert. (Widerspruch) Daher ist A
ganzzahlig und das Spektrum von 7 ist Ny. (Fiir spéter: [ﬁ, (&T)m] =m (&T)m,
Eigenwertspektrum von H = hw (A+3) = Ey=hw(n+1)neN)

(v) Konstruktion der Eigenzustinde von H

(a)

Hpy, = enthn, by, = mab, n € Ny

Grundzustand 1g: nYy = 0 und (glthg) = 1. Die Absteigeprozedur bricht

ab, da Advy = (—a+ an)iy = —ay aber A positiv definit also .

Der niedrigste Eigenzustand H Py = %zﬁo wird auch als Nullpunktsenergie
bezeichnet.

Anregungszustiande ¢,; n > 1: n (dTwo) = (dT —i—&Tﬁ) Yo = a'g dh. n = 1.

Normierung: <dTw0\&T1/}0> = <w0| aal 2/)0> = 1. Also ist a1y der erste ange-
1+ata
regte Zustand 1/; mit dem Energieeigenwert %hw

Sei 1), der m-te angeregte Zustand mit (¢p[1,) = 1, dann ist Hate, =

hwal +6TH | ¢, = hw (1+n+1)aly, dh. ¢y ~ af¢,. Normierung:
[#.a1]
<d7¢nld“/1n> = <wnlddT¢n> = (Yn| (1 + 1) 1) = (1 +n) also gilt
1

— AT
= a
analog findet man
I
Yp—1 = ﬁmﬁn n=>1

Folglich hat man die Eigenzusténde

1
— A — _

mit den Energieeigenwerten
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Bemerkung
(1) Orthogonalitéit: (Beweis fiir n > m)

Waltn) = === ((a) w0l (a%) " o) = == (ol @" (") " o)

nlm!
m! e
= 7/10’ a" m¢o = 6nm
nlm! ~——
577,771
(2) Ortsraumdarstellung
R mw n h 0 1 T n 0
a = — — = — | — —
2h 2mw Ox 2 \ zg 092
At mw h 0 1 T . 0
a' = —r—\—=—— —x9=—
2h 2mw Ox 2 \ xg 09
mit xg = \/m—z. Im Grundzustand gilt ayg =0
/ £ dio L
T)=——Sg=> — = ——dx
¢0 ( ) :1%1/}0 1/}0 ZE%
122
=1 = —=——
n¢0 2 xg
_1a?
= ID() = Ne 2 af

Normierung (1o|1p) = 1

22

-5 1
<¢0!¢0>=!N!2/ e Bdr=1= N =

woﬁ

Damit ergibt sich fiir die Wellenfunktion im Grundzustand

8
»

1 32
e
\/ l‘oﬁ
Fiir die angeregten Zustinde erhélt man mit der Gleichung
1

on () = 7 (&) "o (@)

oN|

Yo () =
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und der Substitution y = xio die Loésung

1 /1\" 1 d\" _1,
o) = 75(3) om0 )

———¢
V2rnlzg/m

Hermitesche Polynome Hy, (y)

Die Paritéit von 1, ist gerade bei geradem n und ungerade bei ungeradem n.

Beispiele
Ho(y) = 1
Hi(y) = 2
Hy(y) = 4y* -2
Hs (y) 8y® — 12y

Zur Bestimmung der Hermite-Polynome kann auch die Gleichung

Hyp1 (y) = 2yHy (y) — 2nHp 1 (y)

genutzt werden.

(3) Vollstiandigkeit: Nach dem Entwicklungssatz gilt
oo
> b () Y () =6 (- o)
n=0

(4) Nullpunktsenergie:

@ = (w2 (a+at)un)=

2 2
(A2)* = () - (@) =2 (tn] (a2 + aa® +ala+a?) v, ) = %1+ 2n)
_ h 1 o _
<p> - <¢n Z:L'o\/ﬁ (a—(l )'¢n> =0
(Ap)* = L <1/1 | (—a2 +aal +aTa—aT2) " > _m (1 + 2n)

h
AzAp = 5(1+2n)

(32) = D(1+2n) \neo,9 K 1
(P = 15 (1+2n) _><x>_4@
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Damit ergibt sich fiir die Energie im Grundzustand

Bo— (1) — ) Ly - )

Aus der Ableitung

d _L_thuﬁ 1 L0:><
dp " " 2am 8 () P

erhilt man die minimale Energie im Grundzustand

hw
(Eo)min = 7

die auch als Nullpunktsenergie bezeichnet wird.

(5) Vergleich mit klassischen Oszillator (siehe Ubung)

= Asinwt

p = Amwcoswt
Lo 942
= —mw’A
2

7.2 Drehimpuls und Spin

e Bahndrehimpuls L=27x P mit dem Kommutator [I:Z, ﬁj} = ihsijkf/k

A~
=

e Spin S, Gesamtdrehimpuls J = L+S

e Kern-Teilchenphysik: Isospin I

~
=

e Fiir j, Sund I gilt die gleiche Algebra wie fiir L

(i) allgemeine Diskussion fiir J = (jl, Jo, jg) erzeugender Operator einer unitéren

i

Transformation U = 7%/ mit dem Komutator [JA“ jj] = ihsijkf/k sowie J; = Jj
(also hermitesch)

~

(ii) ”Cassini”-Operator: (aus der Gruppentheorie) J2 = J2 + J2 4 J?

7

A

o= [ d) =0 [ B 4]

Ko

=i (iggidy + jadid;) = i (Tjegindi + enig I
) =0

= 1h (jjejika 6ﬂkJ Jk

68



(iii) Satz vertauschbarer Operatoren: J? und eine Komponente von J. Ohne Beschréin-

kung der Allgemeinheit wihlt man Js
° {J—Q, jg} gemeinsames System von Eigenfunktionen (Eigenvektoren)

. {J_: jg} vollstandiger Satz von Observablen (nicht entartet)

(iv) Suche simultane Eigenfunktionen von J2 und jj und deren Eigenwerte
e orthonormale Zusténde ¥jm; (Vjm|Vjm ) = 65 Ommy
o Jjm = 12j(j + Dibjm (EW j)
(] jg@bjm = hmw]m
(a) Leiteroperator: Jy = Jy £ido; Ji = ij
Kommutatoralgebra
(1) |:j+, j71| = |:j1, —ijQ] +1 |:j2, j1:| = -2 |:j1, j2:| = 2hj3
(2) [jg, ji} = [jg, j1] +1 [jg,, jg] =1ih (jg F Zjl) = :I:ﬁj:t
(3) [ﬁ,ji] ~0
(4) 2= Jud 2 =Ry = Jy 4 J2 + B
Bewelis: j+j_ =5 j12+j22—ij1j2+ij2j1 = j?_j??_i [jl, jg} = jg—j??-i-hjg
ji%‘m sind Eigenvektoren von J2 und Js mit Eigenwerten 7 und m +£ 1.
(1) J2Jsthjm = B2 (G + 1) Jethjm
(2) J3Jathjm = (jij3 + hj3> Yjm =h(m £ 1) Jythjm
D.h. j+ ist Aufsteige- und J_ ist Absteigeoperator.
(b) Spektren von J2, Js: Aus

(Fbsnl Ty = (il P = 1% (5 +1) 2 0

folgt 7 > 0 oder j < —1. Letzteres kann durch die Substitution j — j' = —j—1
in 7/ > 0 iiberfiihrt werden, also geniigt es j > 0 zu betrachten.

(Tl Tsm) = (smlgTatim) = (bsm] (2 = T2 F hJs) )
= P+ -m’Fm) >0
also gilt
m?2 +m ;>0

j(j+1)>{ T S <ms
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Konsequenzen
(1) Normierung: ©jm+1 = NLiJiT/ij

(W mtt [Vjme1) |[Na|* = <1/)jm|j:|:j:|:7/1jm> = (j(j+1)—m*>Fm)

Daraus folgt

Ne=h/jG+1) —mmE1)
(2) Zusténde fiir einen gegebenen Wert von j > 0
e max{m} =j
Jiby; = 0da Ny (j,5) =0
J_ty; = No (i) jg-1 = h/250551
Jjj1 = No(joj = Dy = h/4j — 20559
e min{m} = —j
Jpj—; = 0daN_(j,—j)=0
Jibj—j = T/2j0j -4
(3) Maogliche Werte von j

Damit man von max{m} = j in k Schritten nach min {m} = —j kommt
muf} gelten j —k = —j also j = % mit k € N:
1 3
=0, =, 1, =, ...
] ) 2’ 9 27

komplettes Spektrum:

j=0 m=0

=1 m=+}

j=1 m=+41,0, —1

j m:jvj_laj_Qv"'a_j+1a_j

(2j+1) Zusténde
c) Teilchen mit ganzzahligem (intrinsischen) "Drehimpuls” j = 0, 1, 2... nennt
g g J

man Bosonen. (Bose-Einstein-Statistik) Teilchen mit halbzahligem ”"Drehim-

puls” j = %, %, % nennt man Fermionen (Fermi-Dirac-Statistik).

Im Gegensatz zu ganzzahligem Spin hat halbzahliger Spin kein klassiches Analogon.
e Insbesondere ist der Bahndrehimpuls L=ix ﬁ' mit

Ly = R+ €N
L3y, = hmay, -1 <m<lI

ganzzahlig, da eine Drehung um 27 die Identitét ist. z.B. e%aii”wlm = €My, =
Yy mit o = 27 folgt aus 2™ Z1dasme Ny
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e Protonen, Neutronen und Elektronen tragen den Spin 3. (Fermionen) Das Photon

hat den Spin 1. (Bosonen) (Higgs-Boson Spin 0)
e Richtungsquantisierung: Der Drehimpuls(Spin-)-Vektor kann nur bestimmte Ein-

stellungen relativ zur Quantisierungsachse (3-Achse) einnehmen

Bemerkung
Ein Strahl von neutralen Spin % Teilchen wird im inhomogenen B-Feld aufgespalten.

(Stern-Gerlach-Experiment)
7.3 Bahndrehimpuls in Ortsraumdarstellung

e Bahndrehimpulsoperator L=ix ﬁ = % (:E X ﬁ)

e simultane Eigenfunktionen von L2 und Ls

e in Kugelkoordinaten

x1 = rsindcosp r>0
o = rsindsing 0<d<m
x3 = rcosv 0<p<2rm
A h
L, = ;(—singp%—cosgocotﬁ%)
A h
Ly, = Z(cosgp%—sin@coﬁ?%)
By = 220
i Op
5 0? 0 1 92
L} = —r|— V—=+ ——=
(&92“08 819+sin2198g02>

Ly = Ly+ily=het™ <i% + i cot ﬁ%)

(i) Somit lauten die Eigenwert-Gleichungen

S 9 9% 0 1 92

LYy (0,9) = —h W‘FCOSﬁ%‘Fma—wg Yim (9, )
= R4 1) Y (9, 9)

. h O

Diese Differentialgleichungen lassen sich durch den Ansatz

separieren:
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(2) #50m (9) = imdn ()
Man sieht sofort, das ¢, () ~ €™ gelten muss. Aufgrund der Hermizitit
und der Stetigkeit gilt ¢y, (p,27) = ¢m (@) also 2™ =1 = m € N und
1=0,1,2... mit — <m < +1

(b) (88—; +cosi 2 + ﬁ%) O (9) = —1 (I + 1) B (9)
(Siehe Jackson - ED, Schwabel - QM) Losung sind die zugeordneten Legendre-
Funktionen 6y, () ~ P/™ (cos )

D.h. die gesuchten simultanen Eigenfunktionen sind Kugelfunktionen

204+ 1 (1 —m)!

pm imeyp
I el (cos) e

mit

m
2

o (L+m) (1 —=€2)72 /g™

Normierung

VinlVin) = | A0V Vi = 1

Einheitskreis

Vollstandigkeit

00 l
Z Z Yim (19’, cp’) Yim (¢, ) =96 (Cosﬁ' —cosﬁ) ) ((Z)’ — gb)

=0 m=-1

(ii) Konstruktion der Eigenfunktionen in Analogie zum Harmonischen Oszillator
(1) Mit L, Yy = he'® (a% +icot 19%) Yy = 0 kann Yy (9, ¢) ermittelt werden.
(2) Aus
. ; 0 0
LY, = h\/ﬁifll,1 = he ¥ <—— + i cot 19—) Yu

oY Oy
LYy = h/2(1—1)Yy

LY =0
also fl_l/}_l+1 = h/2lY;_; wird Y}, mit — < m < +1 berechnet.

(iii) Paritét: fiir Polarkoordinaten bedeutet Raumspiegelung

Pf(??,g()):f(ﬂ'—’lg,ﬂ'—l-@)
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also

sin — sind
cost¥ — —cos?)
sinp — —singp
Cosp — —Cosp
D.h
PYjy (9,) = Yim (1 — 9,7+ @) = ™ P™ (—cos?)...

(=) (=)™ Yim (9, )
(_1)l Yim (197 <P)

Damit sind die Y}, simultane Eigenfunktionen zu P mit den Eigenwerten P =

(—=1)". L? und L3 bilden einen vollstéindigen Satz von Observablen. P ist keine
unabhéngige Observable!

(iv) Bezeichnungen

l ‘ Bezeichnung
0 | s-Orbital

1 | p-Orbital
2
3

d-Orbital
f-Orbital
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8 Allgemeiner Formalismus
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e Matrixdarstellungen
e Dirac-Notation

e Schrodinger-, Heisenberg-, Dirac-Bild

8.1 Matrixdarstellung

8.1.1 Spin

e Basiszustidnde v, zu festem j = 0, %, 1... bilden (2j + 1)-dimensionalen Vektor-

raum (Hilbertraum)

1 0 0
0 , 1
Vi = : (25 + 1) -Stellen, Yjj—1 = : c iy =
0 0 1

Also <1/)jm’|¢jm> = 5mm’
e Operatoren sind (25 + 1) x (25 + 1)-Matrizen

J
Ojm = Wy = > Omtjm

m=—j

Angewandt auf Spin-Operatoren erhilt man

(il P ) = 555 G+ 1) (ymbibinr) = 25 (G + 1) S
1 0
—J? = B(j+1)
0 1
= S im = WG+ D) Y

<¢jm\j3¢jm'> = (Yjm|jm) = Bmdpm
j 0
j—1
—J3 = h
—j41
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(sl istyns ) = W/TGFD =0 G+ Db

0 25 0
0 47 — 2
—Jr = h :
0 v2j
0 0

Analog erhilt man
(bimld i) = (T mltogm ) = (Tetbjmltiime ) = (e s tim )

I = = (1)) =L

Beispiel
(i) 7 =0, m =0 (Spin 0) hat die triviale Darstellung oo mit den Operatoren J? = 0,
J3 =0, J4 = 0. Also Jy, Jo, J3 = 0. Diese erfiillen die Algebra [J;, j;| = iheijiJy.

Weiterhin gilt U = e#/ = 1

1

2

1 h (0 —i h
JQ = Q_i(J+_J)—_<. 0>——O‘2
Mlt o; werden als Paulimatrizen bezeichnet. Bei Spin 2 7 gilt S = (S1,52,53) =
20 Damit geht [S;,S;] = zhaZJkSk in [az,a]] 2igi 0 liber.

- ()

l l
e endliche Transformation U = er® 2%

e allgemeiner Zustand (Spiner): . Aus der Normierung

/\

l\')lb—‘

l_l
272

(1h|e) folgt dass |al* 4 |b* = 1 ist.
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e Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Spins den Wert %L ( —%) zu finden

ist al? (b]?).
2
ot = [(vlv)]
2
2 _
b = [(0yslv)]
(iii) 7 = 1, = 41,0 — 1 (Spin 1) mit Basis ¥1; = (1 0 0) Yo = (O 1 0)
wl_lz(o 0 1)
1 00 10 0
010 Jo=h|0 0 0
00 1 00 -1
0 vV2 0 0 0 0
Jy=hl0 0 V2|;J_-=h[|V2 0 O
0 0 0 0 V2 0
010 0 —i 0
le% 1 01 ;JQ:% i 0 —i
010 0 i 0

Der allgemeine Zustand ist ¢ = Zin:_l am¥1m und es existiert die endl. Transfor-

mation U = eﬁa‘]

N

(iv) j =32, m==+3 +1 (siche Ubung)

8.1.2 Matrizendarstellung des harmonischen Oszillators

Folgendes ist bekannt: = hw (n—|— ); n = ala; [&,&w = 1;I:I¢n = En; E, =
m(”"‘ )an_0)1525 . a¢n— n.CLT to; &77[)0:0; <wm|wn>:5mn
1 0 0
0 1 0
e Die Basisvektoren¢o = | o [;¢%1= | |:%2=]1 |- spannen einen unendlich

dimensionalen vollstdndigen Vektorraum mit Skalarprodukt (¢,,|1,) = dmy auf.
(Hilbertraum)

e Die Operatoren A sind oco-dimensionale Matrizen mit den Elementen A, =

<¢my/1¢n> mit n, m = 0,1, 2, ... fir H: Hyp = <¢m|ﬁ¢n> =% (20 4 1) S
d.h.
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analog gilt fir @ am, = (Vm|a,) = /ndmn—1 also

0 V1 0 0 0
0 V2 Vi o0
a = 0 \/§ 7QT— \/§ 0
0o . V3 0

n=ala — ala= 9 Besetzungszahloperator

0 V1 0
|l vlo0 V2

3= %(&—i—cﬂ)—mc— o s o
0 .
0 V1 0
. wm /. A B hwm -v1 0 V2
e BTN IR
0 .

Man kann dann mit diesen Matrizen wie gewohnt rechen: z.B. der Kommutator

[d) &T] =1L almainn_a;rmamn = \/m\/ N+ 10pm—10mny1 —vm + 1\/ﬁélm+15mn71 =

(n+1)dy, —néy, = 6 = [a, aJ'] = 1. Mit den allgemeinen Zustinden v =
co

c
YonCntn = C; und ¢ = ) dpip, = d folgt fir das Skalarprodukt (¢[y)

Zn,m (dnthnlemtm) = Zn,m dy,CmOnm = dic

8.1.3 Allgemeine Eigenschaften von Matrixdarstellungen

Seien A ein Operatoren und {#,} ein vollstindiges Orthonormalsystem. Dann hat A die
Matrixdarstellung A, = <@Z)m]fl¢n>.

(i) A hermitesch = A hermitesch also A%, = A,

(ii) {¢n} Eigenbasis von A mit Eigenwerten {a,}, also flwn = ap¥n = Amn = 0n0mn
(diagonale Matrix)
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(iii) Sei {@n} zweites vollstdndiges Orthonormalsystem von A. Dann existiert mit A
mit <1ﬁm|fhﬁn> eine entsprechende Matrixdarstellung, also A = UTAU wobei U
eine unitire Matrix ist. (UTU = 1)

Beweis
Wegen Vollsténdigkeit von {1, }: thn = Unh; = <zﬁmmn> = Sn = U, Uy (1]107) =
Uz Uin = (UY) Up =UTU =1

Also Ay = Uty (3] Ay ) Uy = A = UTAU

(iv) allgemeiner Zustand: ¢ = ﬁnz/;n = ¢ Umntm = Cmim = Ué=¢; Ule = ¢

(v) Skalarprodukte ¢ = dpthn; 1 = Enthn; @ = dpthn; 1 = Cnihn;
(ol) = di, (Buldm ) em = dion = die = dTUUTE = dic

(vi) Erwartungswerte: <A>w = <¢\flw> =c), <wm|fl¢n> cn = ¢l Ac. Dies legt die Nota-
tion ¢, ¢ — |¢), ¥*, ¢t — (1| und A — A nahe. Damit gilt dann <A>¢ — (Y| A )

(vii) Vollstandigkeit: ¢ = > cpthn — |¥) = >, ¢n |¥n) mit ¢, = (Yn 1))

Funktionalanalysis

Eigenfunktionen eines selbstadjungierten Operators im Hilbertraum 5 bilden ein
vollstandiges System, d.h. zu jedem Vektor [¢)) und vorgegebenen e gibt es Zahlen
an und N mit || |¢) — nyzo ann|| = en < €. €, wird minimal wenn a,, = (¢ [9)).

(viii) Charakteristische Gleichung ( n-dimensionaler Vektorraum): Die Eigenwertglei-
chung von A : Ay = ayp geht in A ) = a |¢)) iiber. D.h. Ac = ac oder (A —a) ¢ = 0.
Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem, bei dem eine nichttriviale Lésung
genau dann existiert, wenn der Rang von (A — al) kleiner als n ist. Also liefern die
Wurzeln der Gleichung det (A — al) = 0 die Eigenwerte a,,.

8.2 Dirac-Notation

Verallgemeinerung der "bra-ket” Notation iiber Matrixdarstellung hinaus.
e Darstellungsunabhiingig z.B. ¢ (%), ¥ (7), s — Zustand |¢))

e diskrete und kontinuierliche Eigenwertspektren z.B. jm ( Spinzustand vj,,) —
ljm)

Uy (@) 7 — |
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(i) formales Rechnen
Darstellung allgemeiner Zusténde: |n): (m|) = 0mn (ONS). Vollsténdigkeit: Y, |n) (n| =

Lalso [¢) =3 |n) (n| ¢) = cn |n)
o |p): (plp') =6 (F—p); [P |p) (Bl =1

v = [ @510 6 v) = [ 6@
o 12 (@) = 8 (= ) [ @5 |3 (@] = 1
v = [ @5 @) @) = [Ei@n

Basistransformation: [¢)) = > |n) (n|y) = [d®p |p) (plv) = [ 3T |Z) (F|psi)

fir |n) = fd3p \@ {pln) = f d°F |q> (Z|n)
fir [p) = >, |n)(np) = [d® ;1_3’ ) (Z]D) Fourierintegral
fir |[2) = | n|a: [ @5 |p) (p17) Fourierintegral

(ii) Wirkung von Operatoren auf bra- und ket-Vektoren A [¢)) = ‘fh/}> =), (| =
Wl AL, (ot} = (o] Al) = {plAv) = (Alelp) = (vldle) = (W] Al|p)" =
(¥']e)"

Beispiel (harmonischer Oszillator)

ayy, = \/ﬁwn—la dTwn = vn+ 1n, a‘n> = \/ﬁ|n_1>7 a”n> =vn+1ln+1),
(n|a® = (n —1|v/n, (nja=(n+1|vn+1

(iii) Darstellung von Operatoren

e (m|A|n) = A, Matrixdarstellung
e (Z| A|j) = A(Z,¥) Ortsraumdarstellung
o (] A |7) = A (P, q) Impulsraumdarstellung

Basistransformation
An = [ B4 (m|F) (7 Alg) (ln) = [ PEPG05, (@) AE §) Ya (), AT §) =
2omon (Zm) (m| Aln) (n|g) =32, Apn¥m (Z) 7, ()
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Beispiel: Ortsoperator

(€l z |17>—775(§ n) =X (&n)

17|77>

X(p.0) = (lila)= [ dedn 9le) €] 1) ol

e~ P&/ R eian/h e~ ilp—a)¢/h
/ e o= [acet
_k9 / € —ip—q)¢/n

28p 27Th
h o

= ———9
T o (p—q)

Heisenbergrelation
/dq [z (p,q),p(¢.9)] =ihé (p—p)
(iv) Zerlegung von Operatoren

Z|m (m| A|n) (n| = ZAmn|m

e Spektralzerlegung: Sei A |n) = a, |n) dann gilt
Amn = amOmn = A= Zan ‘n> <77,‘
m P,

e Projektionsoperator P, = |n) (n| mit > |n)(n| =>_, P, =1 und P,P, =
[m) (m|n) (n| = [n) (0] dmn = Promn

e kontinuierliches Spektrum (z.B. p) Py = |p) (p]; [d°F |p) (5] = 1; PyPy =
1) (P1d) (@] = Ppd (7 — @); A = [ &*pd*q |7) (5 A|3) (@ = [ &*pd*q D) A (7, 7) (d
(= J d°pa (p) Py falls A(5,q) = a (§)d (7~ ) gilt)

8.3 Schrédinger-, Heisenberg- und Dirac-Bild

(I) Schrodingerbild

e Operatoren Ag zeitunabhiingig ( bis auf explizite Zeitabhingigkeit %fls #0)
e Zusténde (1) ¢ (z.B. Wellenfunktion ¢ (,t)) zeitabhdngig
o Zeitentwicklung durch Schrodingergleichung

0 A
Zh& W))s =H |¢>s

mit der formalen Losung |1) g = e~iHt/h |1, t = 0) mit dem unitéren Operator
U= efif[t/h
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(IT) Heisenbergbild
e zeitunabhiingige Zustinde [¢) ,; = UT [¢)) g = |1, = 0)
e zeitabhingige Operatoren Ay = UtAgU (speziell Hy = Hg = H)
e Zeitevolution

d . QA i 0Ag P [a dAg
—Ag = -—HAy — —AgH+U'=2U=— |H,A ==
g = pAn = g AnH + U=52U h[’H}jL(@t)

(Heisenberggleichung)

Anmerkungen
(i) H ist in beiden Bildern identisch

(ii) Erwartungswerte sind invariant <A>S = (Y|g Ag 1) g = (] UTAgU [y =

(Wl An o)y = (4)
(i) [AH, BH} — UtAsUU BsU Ut BsUUT AU = U [AS, BS} U= [AS, BS]H

(iv) Bewegungskonstanten [ﬁ,z‘is} =0= [ﬁ,AH] = [ﬁ,AS}H =0

(I1I) Dirac-Bild

A~

H = I:I() + ﬁw
freieTeilchen =~ Wechselwirkungsanteil

e zeitabhéngige Zusténde [¢) , = eiflot/h [¥) g

e zeitabhingige Operatoren Ap = eiflot/ hflse_iﬁot/ h

e Bewegungsgleichungen

L0 i N .
Zhg |¢>D = —Hp |¢>D +e Hot/hH,W>s = Hw |¢>D

ﬁeiﬁot/h

d - i T 0Ag
= ﬁ[HO’ADh( a1 )D

iy D 1 1

H = §—m+§mw%2:m(ﬁ+§>

s g e l=tlgs] —PH
b= g Han] =g e, =T

b 1[]5[ p }—1{1{[ A} = —mw’i
br = A yPH _h 7pH_



Losung;:

N 7 . N
- [H,aH} = — (—hway) = —iwagy
h h

ag = e “lag = al, = “tal,

h . Y p .
— |\ag +ap ) =T coswt + —sinwt
2m

1 /mwh /. A . ..
- — (aH —aH) = pcoswt — mw sin wt
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9 Wasserstoffartige Atome
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Wasserstoffartige Atome sind ein Zweikorperproblem mit dem Hamiltonoperator

A~

2 2 R
=P P v (3, )
2m1 2m2

In Ortsraumdarstellung ist fl =T

9.1 Schwerpunktsbewegung

Fiir das Potential soll Translationsinvarianz gelten, also
V (Z1,%2) =V (&1 — Z9)
mit der Relativkoordinate ¥ = ¥; — ¥ und dem dazugehtrenden Impulsoperator ]%’ =

%‘ﬁ Mit der Schwerpunktskoordinate Fg = % und dem Schwerpunktsimpuls

Ps = ?65 und M =mq +mo und p = % geht der Hamiltonoperator in
- h? h?
H=——Ag— —A+V (¥
onf oS 2 + V(%)

Daraus folgt sofort, das sich der Schwerpunkt frei bewegen kann. Aus der stationéren
Schrodingergleichung Ho (Zg,7) = Er¢ (Zs,Z) folgt mit ¢ (Zg, &) = e*sTsq) (Z) die
Gleichung

R2k2 B2 . . .
( QMS - ZAJrV(w)) Y (%) = Eryp (Z)

. h2k2 .
welche mit By — 532 = E in

<_§A +V (f)) Y (%) = B (T)

iibergeht. Als Potential wird das Coloumb-Potential eingesetzt. Weiterhin gilt mgern >>
me— und damit ist g ~ m,-.

9.2 Kugelsymmetrie und Variablenseparation

Unter der Annahme V (Z) = V (|Z]) werden Polarkoordinaten

1 = rsindcosyp
xo = rsindcosy
r3 = rcostd

mit dem Laplaceoperator

0 20 1(62 ) 1 82)

A T £ 09—
87"2+r8r+r2 teo +

02 90 " sin? v 0p?

—L2/n2
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e Die stationédre Schrodingergleichung

Hy (1,9, ) = B (r,9, ¢)

geht durch die Variablenseparation

(0 (T’,19, ‘10) =R (T) Y (19, 90)

27092 20 1 . 2ur? 1
— === —E = - L’RY | — —
( 2u (37“2 + T 8r> Vi) > k(r) 2ur? K h?> RY
2 /d2 2d 2u Ly
— =+ - —-=(V —FE)|R = —— = konst.
R\a Trar w2V )> (r) = 3y = kons

in die zwei Gleichungen

L*Yi (9, 0) = B2U(1 +1)Yim (9, )

W‘F;aﬁ-ﬁ(E—V(T))—l(lr—;l)>Rnl(T);0

<d2 2d 2u

uber.

e Durch die Normierung gilt

/d% W2 =1 = /r2dr \Rnllzfdw Vi |?

=1

!

=1
e Vollstindiger Satz von Observablen H, 12, Ly

(i) Vertauschbarkeit [f] ,IA/Z} = 0 (wegen Kugelsymmetrie) und [ﬁQ,ﬁg} =0

(ii) simultanes EF-System

Ynim (7“, v, ()0) = R (’I“) Yim (19’ ()0)
——
unabh. von m=>(2l+1)-fach entartet

(iii) Paritétsinvarianz: [ﬁ, ]5} =0 und P = (—1)'

9.3 Radiale Eigenwertgleichung ( R, = R )

2 241 R2L(1+1)
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(i) Durch die Substitution

r=Y) / dr [U]> =1
0

geht das Eigenwertproblem in
2u R2L(L+1)
1
E—VvV -V '7 =
U" + 2 ( v Sy U=0
iiber.
(ii) Asymptotisches Verhalten

e 7 — 0 (Annahme lim, 72V (r) = 0)

1(141)

1/
=U" - 3

U=0

r

Losung: U ~r® = s(s—1)—1(l+1) =0also s = —l oder s = [+1. Aufgrund
der Beschrénktheit von R = U/r kommt nur die letzte Losung in Betracht,
also U ~ rt+L,

e R — oo (Annahme lim, o, V (1))

oE
:U”+%U:0

mit den Losungen

(1) E>0 U~eéhr k= \/2’7;—2]5, Streuzustand

(2) E<0 U~eée" k= 2“(,;E),—> minus-Lsg. — Bindungszustand

— Ansatz U (r) = r!Tle "¢ (r)

(iii) dimensionslose Variable p = xkr und Coloumb-Potential V (r) = — ;;zr ( z Kern-

ladungszahl). Mit der Feinstrukturkonstante o = 1/137,04... und der oben einge-
fithrten Notation wird das Coloumb-Potential umgeschrieben:

V() = _ zahe _ _ zahck
r P
Durch Einstetzen von s und p in die Differentialgleichung erhalt man
d? K2 L(1+1)
— 2 2 2
0 = </€ d—p2 — K+ EV — K p2 ) U
d? po  L(kE+1) zahek
2 0 . o
K(d—pQ_l—l_;_T)U Hlltp()—— E
d? l(k+1
a0 = (L P L(k+1) U
dp? p p?
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Setzt man nun U = p!Tle™W (p) in diese DGL ein so erhiilt man die DGL
oW +2(1+1—p) W'+ (pg—2l—2)W =0
deren Lésungen die assozierten Laguerre-Polynome sind.

iv) Eine Potenzreihenansatz W = app® ergibt
P k AkP

S a (k;(k—1)p’H+2(z+1)kp’f*1—2kp’“+(po—2(z+1))p’f) —0
k

.Da ), bip* =0 < by, = 0 Vk gilt, kommt man zu folgender Rekursionsformel

— 2(k+l+1)—p0a
T kD) (k+20+2) "

Um das Konvergenzverhalten

. Q41 .
lim —t = |
k—oo ap k—oo

der Folge der a; zu bestimmen betrachten wir die Exponentialreihe
2 —2F & k
o 2% -
= Tp =D
k=0 k=0

Fiir diese gilt
. Qg1 . 2 .2
1 = lim —— = lim —
hobo @ koo k1 koo k

Damit ist also W (p) genauso asymptodisch wie e2” also wire U ~ p!Tle=Pe?? nicht

normierbar. Daher muss eine Abbruchbedingung mit

2(n, +1+1) — po
ny+1) (ny +20 42

!
anr+1:( )amiO nr €N
existieren. Also ist
po=2(n, +1+1)

mit der radialen Quantenzahl n, = 0,1,2... und der Hauptquantenzahl n
(n, +141)=1,2,3.... Das Energieeigenwertspektrum ist dann

22202 uc? 220 pc?

E = =
" 03 2n2

Bei festem n gibt es n—1 Moglichkeiten [ bzw. n, zu wéhlen (0 <[ < n—1 entspre-
chend n—1 > n, > 0). Zu jedem [ gibt es dann nochmal (2] + 1)-Moglichkeiten fiir
die Magnetquantenzahl m (—I < m < +[). Damit hat man einen Zl”:_()l (20+1) =

n?-fachen Entartungsgrad der Zusténde 1.
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(v) Explizite Darstellung der EF ),

Unim (f) = Ry (T) Yim (197 90) = % nl (T) Yim (193 90)

n—{—1
Unl = lerleianl (0)7 Wnl = Z akpk
k=0

Rekursionsformel, Normierung
(b) Aus der DGL fiir W,;; und mit 2p = ¢ folgt
EWn+(2l+1)+1 =W+ ((n+1)— (204+1)) Wy =0
Die ist eine Laguerrsche DGL mit den Laguerre-Polynomen als Lésung:
W = NLZH (2p)

mit der Normierungskonstante V.

Man erhélt

mit K, = /21 |Ey|/h und den Energieeigenwerten

220’ uc?

En = 2n2

Dabei wurde so normiert, dass

/T2dT dQ”(/);:/l/m/wnlm = 6n’n5l’l6m/m
gilt.

Bemerkungen
(i) Winkelanteil: |Y,,,|* dQ ist die Wahrscheinlichkeit das Elektron im Raumwinkelele-
ment [€2, Q2+ df2] zu finden.

(ii) Radialanteil: | Ry|? r2dr ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit das Elektron in einem
Abstand zwischen r und dr zu finden.

(iii) Aufspaltung der Energieniveaus: bisher hatten wie bei festen n eine n?-fache Ent-
artung

(a) Elektron hat Spin +1 — Spinwellenfunktion |1), ||) fiir s3 = £3, in obiger
Niherung ergibt das eine 2n?-fache Entartung
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(b) in Wirklichkeit hat man jedoch eine Aufspaltung der Energieniveaus durch

o relativistische Effekte ~ O (a2) insbesondere Spin-Bahn-Kopplung (Eege)
— Feinstruktur

e Kopplung von Elektronen und Kernspin (Sy - S.), Effekt ~ O (0427;”—;), —
Hyperfeinstruktur

(¢) Vakuumpolarisation: Phénomen der Quantenfeldtheorie ~ O (a3 In a)

Aufhebung der Entartung durch Anlegen von duBeren Feldern
z.B. normaler Zeeman-Effekt

Hy = fl+%ﬂ-§ B =(0,0,B)

. B.
- H+“BTL3

Dann gﬂt ﬁBwnlm = (En +m- ,Ube) wnlm
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10 Vielteilchensysteme
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10.1 Addition von Spin und Drehimpuls

10.1.1 Aligemeiner Formalismus

A A~

Es sein ein System a mit J, = (Jal, Ja2, ja3>, [jm-, jaj] = iheijkjak, den Eigenzustinden
ljadas) 20 J2(EW h%j, (jo + 1), jo = 0,1, 1,...) und Ju3 (EW hijaz, —ja < ja3 < ja) und
ein analoges System b gegeben. Da beide Teilsysteme unabhéngig sind gilt

|:jaia jbj:| =0

(A) Daher existiert ein Vollstéindiger Satz von Observablen fiir den Gesamtspin: J2, J,3,
jg, Jb3 (vertauschbar). Die Eigenzustinde zu diesem System sind die Produktzu-
stdnde

|jaja3> |jbjb3> = ‘jaja3jbjb3>
mit den Eigenwertern j,, jas, j» und jp3. Dabei werden (27, + 1) bzw. (2j, + 1) als
Multiplizitét bezeichnet.

Wir definieren uns den Gesamtspin j = j(; + J:;,. Fiir diesen gilt
[ji, jj} = |:jai + jbi, jaj + jbj} = [jai, ja]} + |:jbi7 jbj]
= iheijk (jak + jbk) = ih&ijkjk

= [ﬁ, jg} =0

5 5 ~

N 2 N
Es existieren also gemeinsame Eigenzusténde zu J? = (Ja +J B) und Jg = Ju3 +
Jps mit den Eigenwerten h%j (j + 1), j = 0,3,1,... und hjs, —j < j3 < j.

(B) alternativer vollstéindiger Satz von Observablen J2, Js, J2 und jb2 (vertauschbar)
mit den Eigenwerten h2j (j + 1), ki (ja3 + jb3), B2ja (ja + 1) und k%, (jp 4+ 1) und
den Eigenzusténden |jj37a7p)-

43dads) = > (Jaja3bies)jisdads) |jajasdnivs)
—Ja < Ja3 < Ja
—Jb < Jb3 < Jb
Jaz + b3 = J3

10.1.2 Addition von Spin %

e Eigenbasis eines Spin-1-Systems |11) = |1) und |3 — 1) =[])
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e Produktzustande

2828 | &
1) [ 302 [ 3R] B | 207 [ S%[11) = 2% |17)
11| 7 | 7 | 0 | Mischung | S2[11) = B> (|11) + [11))
1| 7| 7| 0 | Mischung | S2[11) = A2 (|T1) +[11)
| > | 7 [ =] 2n® | S%|Ll) =2r7|L])

e Gesamtspin (Si = S1 +iS5)

§ =
$ -

S’aS + 31)3
52 + 572 425,85, = 52 + S? + 25,353 + Sy Sb— + S, Sy

Da fiir das Gesamtsy;stem dig gleiche Algebra wie fiir die Teilsysteme gilt, miissen
die Eigenwerte von 5% und S3 die Form h?s (s + 1) und hss haben.

e Diagonlisierung: Durch Anwenden von 52 und Ss auf die Zustéinde erhiilt man die
Eigenwerte des Gesamtspins (Normierung beachten!).

Durch die Kopplung zweier Spin-3

S| S3
Iy I 1| )
(1 + 1) |1 10)
SR, 1 -1/1-1
T -1 [0] 0 | 1o0)

1_

Systeme erhélt man also ein System das durch

ein Spin-1 Triplett und ein Spin-0 Singlett charakterisiert wird.

e Ergebnis: % ® % =1®0oder 2®2 =31 (als Multiplizitit geschrieben).

Clebsch-Gordon -Koeffizienten

11
333§§> — 20(5,33, a3, 5b3)

2 772

1 1
55a355b3

8?3 811,3 S3 S C (S, 83, Sa3, Sbg)
S BT

i _21 0 1 1/V2
Pl 0 0 1/v2
_21 12 0 1 1/v2
_i i 0 0 _1/\/5
_i _21 -1 1 1

_i _i -1 0 0

2 2
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10.1.3 Addition von Bahndrehimpuls und Spin

~ ~
= =

Bahndrehimpuls L und Spin S mit [E, 5} = (0. Gesamtdrehimpuls J =L+ S mit der
iiblichen Algebra.

e Eigenzustinde zu L2, L, S% und S5 ergeben (20 + 1) (2s + 1) Produktzustinde
|ll3ss3)

e Eigenzusténde zu J2, Js, L2 und S2 mit J? = L2 + 52 + 20355 + L+S +L_ 5’+
und Js = L3 + Ss mlt Eigenwerten h2j (5 + 1) und hjs.

Kombinationen von Produktzustinden j = [+ s,l +s—1,...,|l—s|, —j < j3 < j.
Die (2j + 1) Multipletts werden mit Hilfe von Leiteroperatoren und Orthogonalisierung

bestimmt. z.B. [ =1, s = %

. . . . _ _ 3
(i) Zusténde zu maximalen [j3| =14+ s =3

11\ 3 1\ |, 11\ 53 /3 11
1122>_h <2+4+2 1 2)‘1122>_h2<2+1>’1122>

Also ist %%> = ‘11%%> Analog erhélt man }% — %> = ‘1 — 1% — %>

j2

(ii) Vervollstandigung des Spin—%—Quartetts mit dem Absteigeoperator J =L_+85_

J_|jjs) =3 (G +1) — js (s — 1) |jjs — 1)

also

J_ §§> = h\/ﬁ‘g%>

22

R

analog erhélt man

RAC T )

(iii) Durch Orthonormalisieren erhélt man das j = %, Jj3 = i%—DupIett. Man macht den

Ansatz
NS S R AW
22/ " Vazre U2

(Welche Terme auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen miissen, erhélt man
aus js = I3 + s3) Durch das Skalarprodukt erhélt man

111 2
§*’** 40:7(14_\[[) =a=—-V2b
22°22 3 (a®+b?)
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Man wihlt nun einfach b = 1 (normalerweise hitten wir den Ansatz ohne die
Normierungs-Wurzel machen miissen, dann hétten wir ein zweites Gleichungssys-
tem aus der Normierungsbedingung und wiirden auf die selbe Losung kommen) Die

11 1 11 1 1
“ V= — (1022 ) —v2[11= — =
22> ﬁ(‘ 022> \[‘ 2 2>>
Durch Anwendung des Absteigeoperators erhélt man

b3 b 2-fed- )

Das Ergebnis ist also 1®% = %@% bzw. 3®2 = 4@2. Die Clebsch-Gordon-Koeffizienten
berechnen sich analog zum % ® %—System.

Losung ist also

10.1.4 Aligemeiner Fall
N®Jp=0U1+j)®Ui+j—1)®...0|j1 — jo
bzw. (j1 + j2) > j > |j1 — Jjo| in Schritten Aj = 1.
Beispiel: 1©1=20100,i0l=1alal

10.2 Ununterscheidbare Teilchen

e klassisch konnen (im Prinzip) die “Weltlinien” (Bahnen in Raum und Zeit) aller
Teilchen verfolgt werden, die Teilchen sind also unterscheidbar

e quantenmechanisch exisitieren keine scharfen Bahnen, damit ist die Unterscheid-
barkeit nicht gewéhrleistet

(i) System von zwei ununterscheidbaren Teilchen

A 1 - 1 - A a 1 A Ao
H= it g+ V (B 8) = oo (3 + %) + v (2 01)
2m1p1 + 2m2P2 + T1,T2 o Do +p1) + T,

(symmetrisch unter © T, auerdem my = my ) d.h. H(l 2) = H(2,1). Zu-
séitzlich zu den Indizes 7 und Z» kommen noch die Indizes 5] und 55 (Spin) hinzu.
Man erhélt die Eigenwertgleichungen

(L2) |4 (1,2)) = Efy(1,2)
2D (2,1) = E[(21)

oder (wegen H (1,2) = H (2,1))

(1
H(2
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Man erhélt die symmetrische Eigenfunktion
1
V2

und die antisymmetrische Eigenfunktion

s (1,2)) = —= ([v (1,2)) + [¢(2,1)))

1

[Ya(1,2)) = —=(lv(1,2)) = [¢(2,1)))

Sl

2

(ii) Spin-Statistik-Relation

Systeme aus identischen Teilchen mit halbzahligem (ganzzahligem) Spin werden
durch antisymmetrische (symmetrische) Wellenfunktionen beschrieben. Diese Teil-
chen werden als Fermionen (Bosonen) bezeichnet und folgen der Fermi-Dirac-
Statistik (Bose-Einstein-Statistik).

Beispiele
(1) drei identische Bosonen mit der WF [¢ (1,2, 3))

1
NG (1¥ (1,2,3)) + ¥ (2,3, 1)) + ¢ (3,1,2))

+19(2,1,3)) + 19 (1,3,2)) + [ (3,2, 1))

[¥s(1,2,3)) =

(Symmetrisierung durch Addition aller Permutationen)
(2) drei identische Fermionen

s (1,2,3)) = \}6 (I (1,2,3)) + [ (2,3,1)) + [ (3, 1,2))

- W (27 17 3)> - W} (17 3a 2)) - W) (37 27 1)>)
= %Eijk‘ W (ivjv k))

10.3 Pauli-Prinzip

Das Pauli-Prinzip gilt fiir aus Fermionen zusammengesetzte Systeme. Fiir die antisym-
metrische Wellenfunktion gilt

|1j}A(""7i7"‘7j7""N)>:_|17Z}A("“7j7"‘7i7""N)>

Seien zwei Fermionen ¢ und j im gleichen Zustand (Energie, Impuls, Spin,Ort, ... ), dann
gilt

WA (yeeytyenyiyen o, N) == |00a(yeeiyiyenoyiy...,N))y=0
d.h. zwei Fermionen kénnen nicht im gleichen Quantenzustand sein (Pauli-Prinzip).

Dies hat eine zentrale Bedeutung fiir den Aufbau der Materie. Sowohl Quarks als
auch Leptonen(e™) sind Spin—% Teilchen. Aus den Quarks aufgebaute Neutronen und
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Protonen sind ebenfalls Spin—% Teilchen. Kerne kénnen Spin—% Teilchen sein (je nach
Anzahl der Nukleonen)

Beispiel: Fermi-Niveau, Fermi-Energie
Fiir einen Potentialkasten mit

o x<0,x>b
V(””):{ 0 0<z<b

erhilt man die stationdren Eigenfunktionen

¥n () :sin? mit n =1,1,3,. ..
und die Energieeigenwerte
B, = h2m?n?
2mb?

(a) N nichtwechselwirkende Bosonen: im Grundzustand haben alle Bosonen die Energie

2,2 . ..
FE, = §m722. Die Gesamtenergie ist also

(b) N nichtwechselwirkende Fermionen: es kénnen nur jeweils zwei Fermionen (Spin-Up
und Spin-Down) pro Energieniveau exisistieren. Das heifit im Grundzustand ist das
héchste besetzte Energieniveau n = g (Ferminiveau) mit

h2n2
= omb?

N 2
Erp <§> (Fermienergie)

Fiir die Gesamtenergie gilt

h272n2 h2n2
FEF=2 N/2 = N(N4+1)(N+2
nzl / 2mb? 24mb? (N+1) (N +2)

Fiir groie NV gilt

Ergebnis: Fiir eine gegeben Gesamtenergie F ist die Anzahl N von Teilchen im Po-
tentialtop proportional zu E fiir Bosonen und proportional zu v/E fiir Fermionen.

10.4 Ideales Fermigas

Spezialfall mit dem Gesamt-Hamiltonoperator

A N A
H=Y k(n)
n=1
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mit dem Einteilchen-Hamiltonoperator

) P )
oy =22 v (2,)
e alle Fermionen unterliegen demselben Potential, wechselwirken jedoch nicht mit-

einander

e Energie-Eigenfunktion:

k (n) g, (n) = By, b, (n) n=1,2,....N

mit den Produktzustinden

¢(172737"'7N):1/}k1 (1)7/%2 (2)1/}kN (N)

also

A (1,2, N) = (B +E@) + .+ F ) Wy (1) (2) - Gy (V)

N
— ZEknwk(Lz,...,N)
n=1

——
Ej,

e Antisymmetrisierung durch Slater-Determinante

Uy (1) Uk, (2) -+ by (N)
1 2 N
wA(l,Q,...,N) = % ka() ka() wkz:( )

Gie (1) oy (2) -ty (V)
1P P (i, (1) ey (2) - ey ()}

1
- Tm
Austausch zweier Fermionen entspricht dem Austausch zweier Spalten in Slater-
Determinante = Vorzeichenwechsel

e zwei Fermionen im gleichen Quantenzustand = 9y, = ¢, = Slater-Determinante
verschwindet falls Z; = #;. Also kann kein Zustand mehrfach besetzt sein (Pauli).

Anmerkungen
e Atome (Zusténde mit mehreren Elektronen): Ndherungen (Schalenmodell, Hartree-
Fock-N#herung) — Hund’sche Regeln

e Forderung nach Antisymmetrie der Wellenfunktion impliziert eine effektive Wech-
selwirkung zwischen identischen Fermionen, die verhindert, dal beide sich am sel-
ben Ort aufhalten

e Ist die Zahl der Fermionen eines zusammengesetzten Systems gerade (ungerade) so
ist das System ein Boson (Fermion). z.B. drei Quarks ( uud = p, bdd = n): Nukleon
= Fermion; zwei Quarks (u@, ud, @d ): Pionen = Bosonen, He = ppne~e” :
Fermion, *He = ppnne~ e : Boson
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10.5 Atomaufbau und Hundsche Regeln

e Einelektron-Wellenfunktion ¢ = Ry (7)Y (9, ¢)xs, mit Spin-Wellenfunktion x g,

o das effektive Potential unterscheidet sich vom Coloumb-Potential, so dass die Ener-
gieeigenwerte auch von [ (Nebenquantenzahl) abhéngen: E,;, die Energie-EF wer-
den dann mit 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d ... (Orbitale) nummeriert, wobei die Ziffer
fiir die Haupt-QZ und der Buchstabe fiir die Neben-QZ (s=0, p=1, d=2, {=3)
steht. Die Anzahl der Elektronen, die gleichzeitig die gleichzeitig die gleiche Haupt-
und Neben-QQZ haben konnen , sich also im selben Orbital “befinden”, ist durch
2 (21 4+ 1) gegeben. Der Atomaufbau geschieht durch sukzessives Auffiillen der Or-
bitale z.B. H 1s, Ne (1s)? (2s)? (2p)°®

e Bestimmung des Grundzustandes mit Hilfe der Hundschen-Regeln: Besetzung der
Zusténde (Orbitale) unter Beachtung des Pauli-Prinzips so, dass

(1) Gesamtspin § = 3, §; maximal
(2) Gesamtdrehimpuls L = 3, L; maximal

(3) Notation: 2*1L; mit J = |J — S| fiir weniger als halbgefiillte Schalen und
J = L + S fiir mehr als halbgefiillte Schalen

Begriindung: effektives Potential, Spin-Bahn-WW, Antisymmetrie der WF
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11 N&dherungsmethoden
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e Storungstheorie (bei geringer Abweichung von exakt 16sbaren Problemen
e Variationsrechnung (bei qualitativer Kenntnis der Wellenfunktion)

e Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Néherung (nahe am klassischen Grenzfall)

11.1 Zeitunabhidngige Storungstheorie

Gegeben sein ein Operator Hy mit den Eigenzustéinden |n), den Eigenwerten &, (ﬁo |n) =
€n|n)). Gesucht sind die Eigenwerte und Eigenzustédnde zu einem Hamiltonoperator
H = Hy + V (Storpotential V).

11.1.1 Nichtentartetes Energiespektrum von H,

Einfiihrung eines reellen Parameters A mit
H(\) =Hy+\V
fithrt zu Eigenwertgleichung
H (N [n () = En (A) [0 (A)

Durch eine Entwicklung nach Potenzen von A:

) = In) + YA
v=1

E,(\) = E,(0)+) =éen+» NEY
v=1 v=1

W)n ()‘)> = an (0)> + Z A ¢£LV)>
v=1

erhilt man

(]flo + )\V) <|n> + i)\v 1(1v)>> = <5n + i)f@(ﬁ)) (|n> + i)\u
v=1 v=1 v=1

Dies ergibt die Koeffizientengleichungen

W})

A Hyln) =en|n)

s Ho |90 4V In) = e ) + £ |n)
A2 ¢7(12)>+V‘¢7(11)> — e, ¢7§2)>+E§1) ¢7(11)>+E7(12) In)

Das Problem lésst sich also sukzessive 16sen: Entwicklung von 1/)7(11)> in der Basis {|n)}

o) = 3l m)

m=1
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und Einsetzen in die Gleichung von A! ergibt

oo (0.9}
aly)em [m) +V|n:Za16n|m EWM |n)
m=1

m

Durch Skalarprodukt mit (k| erhélt man
afiler + <k ‘V) n> = al)en + BN b
und damit

o fiir n = k:

£ = (n|V]n)
o fiir n # k:
o _ V)
nk
En — &k
(Nichtentartung)

(1)

® any folgt aus der Normierung:
[n () [n () = 14 A (all) +all)") + 0 (32)

d.h. Re (a,(f?@)) =0 also a%lg =1ip

[P (A)) = (1 +1iXp) [n) + A Z all), Im) +0 (3?)

m=1,m#n

eire+O(A2)
und A
e A b, (V) = |n) + A Z D Im) + 0 (A?)
%,_/
Z[ipn (V) mn
also kann ¢ Null gesetzt werden. Somit ist aS,E = 0. Analog verfihrt man fiir
Ordnung 2.
Zusammenfassung
(I) Zusténde in 0.0Ordnung
[Yn) = In)
E, = ¢n‘ﬁ‘¢n> = <n‘ﬁ n> :5n+<n’f/ n> :€n+E,(L1)
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(IT) Zusténde in 1.0rdnung

i = )+ ) =1m) + 3 <: _V:—> m)
mtn . 2
E, = |¢n ﬁ’wn>:an+E§)+ > -%—a +EY + B

m#n
11.1.2 Entartetes Spektrum
Gegeben sein ein Hamiltonoperator mit
Ho|ng) =enlne) a=1,2,...N
und eine passende Wellenfunktion mit
N
1
n (A = e Ina) + 2 D all) k) + 0 (32)
a=1 k#nq
Dann ergibt die Koeffizientengleichung fiir A'(1) (siehe nichtentartetes Spektrum)
N N
1 : 1
Z agk)sk |k) + chaV Ina) = Z a7(1k) k) + EY cha ™)
k#na a=1 k#nq a=1

Durch Skalarprodukt mit (ng| erhélt man

N N
Z Cnq <n5 14 na> = E7(11) Z Ckaénanﬂ = Cng
a=1 a=1

also

Ve=EVNE V= (Vigna) s €= (CnysCngs - s ny) "

Dies fithrt zur Losung in niedrigster Ordnung

N
na) = D cpalng)
B=1

En, = en+E

e

11.1.3 Anwendungen (Nolting Kap 39/40)
7.B. Stark-Effekt: Wasserstoff-Atom in #uBerem elektrischen Feld E

E[:ﬁo—i—v; V =eEZ

(homogenes elektrisches Feld in z-Richtung)
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. . 2 .
e Hy|nlm) = e, |nlm), e, = —QOC‘LZ;, a = mfac’ Hy = 50 — @ Unim (T) =
Ry (7) Yim (9, ¢) = (Z|nim)

e Grundzustand (nicht entartet) = quadratischer Effekt
e angeregter Zustand (I # 0) = linearer Effekt
(a) quadratischer Stark-Effekt

Wellenfunktion im Grundzustand

(Z]100) = 1100 (T) =

V 47ra

N ‘<100‘V‘nlm>‘2
o :sl+<1oo‘v‘1oo>+ 3
S——— m 1

€1 — €&n
B E‘(rm
EWY = eE (100 |2] 100) / r2dr dQ) rcosde s =0
E(2) E Z | 100 ’Z‘ nlm>|
nlm,n#1 _En
fn)
(b) linearer Stark-Effekt
angeregte Zusténde, z.B. [2lm), g9 = —%i mit vierfacher Entartung
(£]200) 2 (1 4 ) 32 Yoo (4, )
€T = — — ] e a
N7 % 00 \V, ¥
@2im) = e E Vi (9,0)
72lm) = ——e 2aY] ,
8a® V3 a mAhe

Wir betrachten nun Eél), mit V= Eél)é’. V' ist also eine 4 x 4-Matrix.
e Fiir die Diagonale gilt <2lm ’V’ 2lm> =0
. <2lm ‘V‘ 2z'm'> Sy 1 # 1/ wegen [ dS) e?m=m")e |
(200[V[210) = ~3¢Ba = VA,

Somit ergibt sich V' zu

0 V% 00
(% o0 o0 o0
V=10 0 0 o0
0 0 00

Aus der Eigenwertgleichung erhélt man die Eigenwerte (+Vp, —Vp, 0, 0) und die
Eigenvektoren (c¢). Aus diesen ergeben sich die Zusténde zu

(]200) + [210)) /v/2, (]200) — |210)) /+/2, |211), |21 — 1)

104



11.2 Zeitabhangige Storungstheorie

Gegeben sein ein System H (t) = Hy + V () mit V () = 0 fiir ¢ < 0.

e Evolution
t<0 ih% 1o, t) = Hy |tho, t) bekannt
0 \
t>0 il |, t) = H |, t) 2
ot
mit Anfangsbedingung |1, t) = |1, t), t =
e Dirac-Darstellung |¢,t) , = etHot/h 4, t) und Vp = etHot/hyye=iHot/h Also folgt
P X
Bt = Vi () s 1)
und

1 ! ! Y / /
[ty p = W}’O>D+£/O dt' Vp (t') W7t>D

Diese Integralgleichung ldsst sich durch Iteration l6sen:

|w7t>D = |¢]> > lh/ dt’ VD( )W}? >
/dt /t dt"” VD VD(H) |1[), >

11.2.1 Uberginge der 1.0rdnung

Losung des ungestérten Problems Hy |n) = &, |n) mit VONB {|n)}. Daraus folgt
mt) = e oM ) = et ) =y, 1)
D) X
iha In,ty = Hyln,t)
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, das System unter Einfluss von V' () zur Zeit ¢ im
Zustand |n,t) zu finden, wenn es zur Zeit ¢t = 0 im Zustand |m) war.

P (1) = [(n, |0, 0)|”
(ot t) = (n]e M t) =l mit 0,00, = |m)
1 ¢ / ¥ /
_ <nm)+ﬁ/dt <n‘VD(t) my+ .
1 ef=nt Y (1) e—iamt’/h‘ m>

S+ = [’ <n
v (¢)|m)

ih

1 ! ilen—em)t' /B
Onm + iﬁ/o dt' e <n
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11.2.2 Uberginge im kontinuierlichem Spektrum (Fermi’s Goldene Regel)

z.B. Streuung eines Teilchens, a-Zerfall, optische Uberginge. Modellansitze:
(1) V() =Vel()
(2) V(t) = (Ve ™ + V*e™!) O (t)

Fall 1:

. 2
f/ cilen—em)t/h _

2
-4

t
/ dt, ei(se—am)t' <n
0

Wpm = (en —€m) /R

1

;% (en —&m)

2
1 [(2—2cos (wnpmt) 21 (sin(“mi) . 2
- (22t o] - (2D (o] )
1 . sin?(xt)
5(:3)-;}_}11010 z2t

A

= %5(wgm)‘<n‘/m>‘2t fiir t — oo
- o)

e Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit

sz *) = 2%5 (€n — €m) ‘<n ’V

)|

e Sei p(en)de, die Anzahl der Zustédnde im Intervall [e,,e, + de,], dann ist die
27

Ubergangsrate in diese Zustéinde
/den p(en) Ton = fp(sm) ’<n m>

Fermi’s Goldene Regel

. 2
|4

En=Em

Fall 2:
2T

anf (5(5n — &m — hw) ‘<n’f/‘m>‘2+6(an—em+hw) ‘<n

14

2
)
d.h. Ubergiinge mit Energieinderung +hw.
Anwendungen: induzierte Emission/Absorption, spontane Emission, Dipol/Quadrupol.
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