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Kapitel 1

Lineare Algebra



1.1 Vektorraume

Das Urbild der Vektrordume ist die anschauliche Vektorrechnung in der Ebene
R? oder im Raum R3. Die Vektoraddition und die Vektorvervielfachung sind die
Grundoperationen eines Vektors. Aus der (komponentenweisen) Vektoradition
T + ¢ ergeben sich folgende Eigenschaften:

o Assozivitit: T+ (§+2) = (¥ +9) + 2

e Existenz eines Nullvektor: 0

e Existenz des negativen Vektors: —% mit & + (—Z) = 0
e Kommutativitit: £+ ¢ =¢+ &

Diese Eigenschaften bilden eine Abelsche Gruppe. Die Vektorvervielfachung A\-2
(Multiplikation mit einem Skalar aus dem Koérper R) ist mit der Vektoraddition
und mit den Rechenregeln in R (,Kérperaxiome*) vertriiglich.

uA-T)= (- N T, NZ4p-Z=N+p) &

Diese Eigenschaften von Vektoren dienen als Vorbild fiir die Definition des Vek-
torraumes.

Definition: (Vektorraum) Ein Vektorraum oder linearer Raum iiber dem
Korper K mit Verkniipfungen +, - besteht aus einer Menge V' mit:

1. einer inneren Verkniipfung +: V x V — V (z,y) — x + ¥, so dass (V,+)
eine additiv geschriebene abelsche Gruppe bildet und

2. einer dueren Verkniipfung - : K xV — V (A, z) — X -z so dass folgende
Forderungen erfiillt sind:

o (A-pu)x=X(u-x) [Assoziativgesetz|
o A+ p)x=A -2+ p-x [l. Distributivgesetz]
e Mz +y)=X -2+ Xy [2. Distributivgesetz|

e 1.2 =z [Einsgesetz]

Die Elemente aus V heiflen Vektoren, die Elemente aus K Skalare. Die Gruppen-
operationen + in V' nennt man die Vektoraddition, die #uflere Verkniipfung -
die Vektorvervielfachung mit Skalaren. Beide zusammen werden als die linea-
ren Operationen des Vektorraumes bezeichnet. Das Nullelement 0 in V' heifit
Nullvektor und ist verschieden von dem Skalar 0 € K.

Bemerkung:
e Die Vektorverkniipfung +, - sind von den Korperoperationen +,- zu un-

terscheiden. (obwohl gleich bezeichnet) Die Multiplikationszeichen werden
meist weggelassen.

e Wir verwenden meist nur die skalaren Kérper R oder C. Man spricht dann
von einem reellen bzw. komplexen Vektorrraum.



Beispiele:
e Die arithmetischen VRs K" (= R™ oder C"), bestehend aus n-tupeln
1
. T
r=| | =(21,...,2)
Ln
von Korperelementen. Die linearen Operationen sind komponentenweise
erklart:
T Y1 1+ Y1 T AT
ery=| |+ = 1 | oAre=a| | =
Tn Yn Tn + Yn T A Tn

und machen K" wirklich zu einem VR iiber K.

e Die Abbildungsriume K¥X = Abb (X,K) = {f | f : X — K}, bestehen aus
allen Abbildungen einer (nichtleeren) Menge X in dem Kérper K (z. Bsp.
den Funktionenraum Abb(R, R)). Die linearen Operationen sind wertweise
definiert:

Vaex (f +9)(x) := f(z) + g(2) fir f,g € Abb(X,K)

Voex(A- f)(z) ==X f(x) fiir f e AB(X,K), AeK
und machen Abb(X,K) zu einem VR iiber K. Der Nullvektor 0 ist die
Nullabbildung 0 : X — K, z — 0.

Definition: Sei V' ein VR iiber K. Eine Teilung U von V heifit Unterraum
oder linearer Teilraum von V (U C: V), wenn U zusammen mit den auf U
eingeschrénkten linearen Operationen von V selbst ein VR {iber K ist.

Satz 1.1.1 (Unterraumkriterium) Eine nichtleere Teilmenge U ei-
nes VRs V ist genau dann ein UR von V, wenn sie abgeschlossen ge-
geniiber den linearen Operationen von V ist, d.h. wenn gilt:

l.z,yeU=ax+yecU
2 €K, zeU=N-zelU

3. (gleichbedeutend mit 1. und 2.) \,p € Kund z,y € U = Xz +
pryel

Bemerkung: Aus den Kriterien folgt, dass +,- auch Verkniipfungen auf U
sind. Die VR-Gesetze sind dann automatisch erfiillt.

Beispiele:



e In cinem VR V ist der Nullraum {0} der kleinste UR und in jedem anderen
UR U von V enthalten: {0} C: U C: V.

e Im Funktionenraum Abb(R,R) liegen die Unterrdume

Pol(R):={f : R — R | f Polynom }
O'(R) :={f:R — R f differenzierbar}
PO(R) :={f:R—R]| f stetig 1

mit der Eigenschaft Pol(R) C: 9'(R) C: (°(R) C: Abb(R, R).
Seien jetzt Uy, Us zwei URs des VRs V. So gilt:
o OEUl, 0elUy;=0eU;NU;

e xycUiNUsy=x,ycUi ANe,ycUy=ax+yclU ANx+yelUs
=>zx4+yeclU;NU;

° )\EK, ceUiNUs=A-zelU;NUs

Dies lisst sich auf beliebige Systeme {U; C: V | i € I} von Unterrdumen verall-
gemeinern und man erhélt:

Satz 1.1.2 Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume eines VRs V
ist wieder ein Unterraum.

ViertUs C: V= (U & V
el

Im VR R? liegen die Unterriume

U, ::R.® _ {A@ |)\€R} und
Mﬁ:R-Gv::{A-GD|AER}.

(9). () it e
G>+G>_G>¢WU%,

Daraus folgt, das die Vereinigung von Unterrdumen i.a. kein Unterraum ist.
Vektorrdume konnen sehr ,,gro3“ sein. Manchmal geniigt eine kleine Teilmenge
von Vektoren, um alle Elemente eines VRs zu ,,erzeugen “.

Definition: Sei V ein VR iiber K

1. Sind X1,...,X,, | m € N endlich viele Vektoren aus V, so heiflt ein Vektor
der Gestalt

Es ist

X = XAai=Mz1+ ...+ Aoy mit Ay, A €K

i=1

eine Linearkombination (LK) von z1, ..., z, mit Koeffizienten Ay,..., \,.



2. Ist M € V eine nichtleere Teilmenge von V', so heifit die Menge
(M) ={\ - z14+...+ A -2 |[meEN, z€ M, A€ K}

aller Linearkombinationen von Elementen aus M die lineare Hiille von M
oder der von M aufgespannte Unterraum.

3. Ist U ein UR von V und M eine Teilmenge mit ((M)) = U, so heifit M
ein Erzeugendensystem von U.

Bemerkung:

o Offensichtlich ist ((M)) ein UR von V, denn Summe und Vielfache von
LK aus Elementen von M sind wieder solche ((M)). ((M)) ist der kleinste
UR von V der M enthilt.

e Bei einer endlichen Teilmenge M = {z1,...,%n} (# () schreibt man
({x1y.. ., zm)) statt (({z1,...,2m})) und nennt das Ergebnis die lineare
Hiille der Vektoren z1, ..., x,,.

e Esgit UC:V=((U))=Uund M' CMCV={(M))C:{(M))cC:V.
e Oft definiert man auch ((0)) := {0}.

Beispiele:

e Im K" erzeugen die n ,Einheitsvektoren®

1 0 0
0 1 0
e = , €2 1= . g eee gy Ep = .
0 0 1

den ganzen K", d.h. K™ = ({ej,...,e,)), denn jeder Vektor

€
T = =x1-€1+xo-€e3+...+x, €,
Tn
ist eine LK der Einheitsvektoren

e Im Fkt. Raum Abb(R, R) erzeugen die abzihlbar vielen Monome = € R +—
Tm € R (m € Np) den Unterraum Pol(R) aller Polynome, denn jedes
Polynom z — Pol(z) = >_;_, arz® is LK endlich vieler solcher Polynome.

Definition: Sind Uy, ..., U, endlich viele UR eines VRs V', so heif3t die lineare
Hiille der Vereinigung die Summe der Unterrdume und man schreibt:

U1++Un =<<U1UUU7L>>

Bemerkung:



e Esgiltauch Uy +...+ U, ={z1+ ... +a, |21 € Us,...,z, € U,} denn
jede LK X = > Ny, mit y1,...,Ym € U; U...UU,, 1Bt sich nach
geeignetem Umordnen und Zusammenfassen als Summe z = z1+.. .+, |
x; € U; schreiben. Umgekehrt ist jede solche Summe eine spezielle LK aus
Ur+...4U0,={(U1U...UU,)).

e Gilt Uy NUy = {0}, so heiBt die Summe U; 4 Uz direkt und man schreibt
U, & Us.

Bei der Bildung der linearen Hiille einer Menge M # () braucht ein Vektor
z € M nicht beriicksichtigt zu werden, wenn er sich als LK =z = Y7, \;;
mit anderen Vektoren z1,...,z, € M darstellen ldsst. Es gilt ((M \ {z})) =
((M)), denn jede LK von Elementen aus M, die x enthélt, 148t sich mittels
der LK in eine solche umformen, in der x nicht vorkommt. Wir suchen solche
Erzeugendensysteme, die keine iiberfliissigen Elemente enthalten, also minimal
sind.

Definition: Sei V ein VR iiber K

1. (Endlich viele) Vektoren z1,...,z, (n € N) aus V heiflen linear un-
abhéngig, wenn sich der Nullvektor 0 € V nur trivial als LK von 24, ..., 2,
darstellen 148t.

VAI’.“’)\HGKZAZ{&; =0= )\1 =...= )\n =0
=1

Sie heiflen linear abhéingig, wenn es eine nichttriviale Darstellung von 0 €
V als LK von z1,...,x, gibt.

V)\L...,/\nEKZ)‘ixi =0= ()\1, .. .,)\n) #* (O,. . .,0)

i=1

2. Eine nichtleere Teilmenge M von V heifit linear unabhéngig, wenn je end-

lich viele Vektoren z1,...,x, € M linear unabhingig sind. Andernfalls
ist sie linear abhingig. (zusiitzlich sei auch die Leermenge 0 € V' linear
unabhéngig.
Beispiele:
e Im K" sind die Einheitsvektoren eq, ..., e, linear unabhéngig, denn es gilt
A1
A2
Arer + Xoes + ...+ e, = .
An
0
0
0



e Im Funktionenraum Abb(R, R) ist die abzihlbar unendliche Menge M aller
Monome z +— 2" (n € M) linear unabhéngig: Jede endliche LK von
Elementen aus M ist ein Polynom z — p(z) = Y, _,niz® (n € Ny) und
es gilt P=0< Voerp(z) =05 Ag =X =... =)\, =0 denn Polynome
p # 0 besitzen nur endlich viele Nullstellen.

e Im R? sind die Vektoren (i) und (_1

1) (V) oe (20 ()

A—p=0 _ _
@{ A =0 }@)\—O/\M—O

1) linear unabhingig, denn

Anders ausgedriickt sind die Vektoren z1,...,z, (n > 2) genau dann linear
abhéngig, wenn sich (mindestens) ein Vektor z; | 1 < j < n als LK der {ibrigen
darstellen 148t.

Beweis:

e (,=“) x1,...,x, linear abhingig = es existieren A1,..., A, € K mit
Yo Aiw; = 0 aber (Aq,...,\,) = (0,...,0). Ist etwa \; # 0 so gilt

L 1
Tj = =y Doty NI T iy (72')\1.) o

o (,<“) Ausz; = Zi#j wix; folgt iy + ...+ (—=)z; + ...+ ppzn, =0

Definition: Eine Teilmenge B eines VRs V heifit Basis von V, wenn sie ein
linear unabhéngiges Erzeugendensystem fiir V ist.

B linear unabhingig A {((B)) =V

Beispiele:

e Im R™ bildet die Menge B = {ey,...e,} der Einheitsvektoren eine (end-
liche) Basis, die sogenannte harmonische oder Standard Basis des R™.

e Im Funktionenraum Abb(R,R) bildet die Menge B = {z +— 2™ | n € Ny}
einen (abzdhlbar unendlichen) Raum des URs Pol(R) aller Polynome

e Die Leermenge () wird als Basis des Nullraums {0} aufgefaft.

Satz 1.1.3

e Wenn ein VR eine unendliche Basis besitzt (z.Bsp. Pol(R)) sind
alle seine Basen unendlich.

o Wenn ein VR eine endliche Basis besitzt (z.Bsp. K™ ), haben alle
seine Basen die gleiche Anzahl von Vektoren (ndhmlich n)

(Ohne Beweis)




Definition:

1. Besitzt ein VR V eine endliche Basis aus n Vektoren (n € Ny) so heifit die

allen Basis gemeinsame Basislénge die Dimension von V' kurz dim V = n.
(dim {0} =0)

2. Besitzt ein VR eine unendliche Basis, so heifit er oo - dimensional.
(dim V = o0)

Beispiele:
e dim R™ = n (es gibt eine endliche Basis)
e dim Pol(R) = oo (es gibt eine abz&hlbar unendliche Basis)
o dim Abb(R,R) =7 (gibt es iiberhaupt eine Basis?)

Bemerkung:

1. Eine Basis B eines VRs V ist in folgendem Sinne maximal: Nimmt man
aus V einen Vektor x € V'\ B hinzu, so ist B’ = BU{z} nicht mehr linear
unabhéngig.

2. Sie ist im folgenden Sinne auch minimal: Nimmt man aus B nur einen
Vektor z € B heraus, so ist B’ = B\ {z} nicht mehr erzeugend.

Satz 1.1.4 Der VR V besitze eine Basis B # (). Dann lift sich jeder
Vektor aus V (# 0) eindeutig als LK von Basiselementen (ohne Nullko-
effizienten) darstellen.

Beweis: Wegen ((B)) = V lésst sich jedes x € V als LK von Basiselemen-
ten darstellen. Seien z = Z?il N, Z;anl S\kfck zwei solche Darstellungen mit
T1s.ey T,y &1, . .., T € B. Wir konnen annehmen, dass z = Y..° \iz; =
S wix; gilt. (andernfalls umbenennen und auffiillen mit Nullkoeffizienten)
Dann folgt 7", (A; — pi)z; = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B gilt
somit Vi, A\; = ;. Die Darstellungen stimmen iiberein.

Spezialfall: Besitzt V eine endliche Basis B = {a1,...,am}, so ldsst sich jeder
Vektor x € V in der Form = = \;a1 + ... + A\na, mit eindeutig bestimmten
Skalaren Aq,..., A, darstellen.

k= {(2). (1))

Beispiele:

o Im R? ist



eine Basis. Fiir jeden Vektor (;) € R? gilt

(o) 0= 6)

(;) besitzt also die Basisdarstellung

() =0 (5)+o (1)

mit dem Koordinatenvektor

Satz 1.1.5 Jeder VR besitzt eine Basis.

Der Beweis ist fiir den allgemeinen Fall relativ aufwendig. Daher wird hier darauf
verzichtet.

Folgerung 1.1.6 Jeder endlich erzeugte VR V besitzt eine endliche
Basis und damit eine Dimension n = dim V, n € Ny. Diese gibt die
Maximalanzahl linear unabhdngiger Vektoren in V und die Minimalan-
zahl erzeugender Vektoren von V an.

10



1.2 Basis- und Dimensionssatze im endlich di-
mensionalen VR

Satz 1.2.1 In einem VRV mit dim V = n < oo bilden je n linear
unabhdngige Vektoren und auch je n erzeugenden Vektoren bereits eine
Bastis von V.

ai,...,an € V lin.unabh. < ((a1,...,an)) =V

< {a1,...,a,} Basis von V

Beweis:
° (=)
B ={ay,...,an} linear unabhingig = V,cvai,...,an,x lin. abh.
= Veeve € ({a1,...,a,)) = ({a1,...,a,)) =V

o (,<“) Wire ((a1,...,ay,)) =V und ay, ..., a, linear abhiingig, wire min-
destens ein a; iiberfliissig und es gébe weniger als n Vektoren, die V er-
zeugen. Widerspruch zu Satz 1.1.6.

In einer Basis {ai,...,a,} kann man einen Vektor a; gegen einen ,schone-

ren“ Vektor b # 0 austauschen. Voraussetzung ist, dass in der Basisdarstel-

lung b = Y"1 | \;a; die j-te Koordinate A; nicht verschwindet. Denn dann gilt

a; = )\i b— E#j )\iai) und in jeder LK von aq, ..., a, kann a; durch b (und
J

die iibrigen a;) ersetzt werden. Also ist ((a1,b,...,a,)) = ({(a1,...,an)) =V

und {a1,b,...,a,} ebenfalls eine Basis von V. Dieses Verfahren kann auch auf

mehrere linear unabhéngige Vektoren angewandt werden.

Satz 1.2.2 (Austauschsatz von STEINITZ) Seien {ai,...,a,}
eine Basis des VR 'V und by,..., by, linear unabhingige Vektoren mit
m < n. Dann gibt es n —m Vektoren a;, ,,...,a;, € {a1,...,a,}, s0
dass auch {bl, coybmy g, ,aim} eine Basis von V ist. Es konnen
also m geeignete von den Basisvektoren ay,...,a, gegen die Vektoren
bi,...,bm ausgetauscht werden.

Satz 1.2.3 (Basisergénzungssatz) In einem VR V mit dim V =
n < oo lassen sich je m linear unabhingige Vektoren by, ..., by, (m < n)
zu einer Basis {b1,...,bm,bmi1,...,0n} von V erginzen.

11



Satz 1.2.4 In einem VR mit dim V < oo gilt
1. UCV -dimU<dimV

22U ¢V - dimU =dimV = U =V (gt nicht in oco-
dimensionalen VRs)

Satz 1.2.5 (Dimensionsformel fiir Unterrdume) Fir endlich di-
mensionale UR U, U’ eines VRs V gilt

dim (U+U") =dim U + dim U' — dim (UNU")

Im R? sind die 1-dimensionalen UR Geraden durch den Nullpunkt und 2-
dimensionale UR Ebenen durch den Nullpunkt.

Beispiele:
e Sind E;, E; € R3 zwei Ebenen mit der Schnittgeraden G = E; N Ey so
folgt
dim (El -‘rEg) =dim E1 +dim Ey —dimG =2+2—1=3.

Jeder Vektor y € R? lift sich als Summe y = y; +yo mit y; € By, y2 € Es
darstellen. Diese Darstellung ist jedoch nicht eindeutig, denn mit einem
beliebigen Vektor u € G = E1 N By, u # 0 gilt auch

y=(y1+u)+ (y2 —u) = §1 + J2 mit §1 € Ey, §2 € Es.

e Eine Gerade G schneide die Ebene E im Nullpunkt 0. D.h. ENG = {0}.
Dann gilt

dim (G + E) =dim G+ dim R+dim {0} =1+2—-0=3.

D.h. G @ E = R3. Jeder Vektor y € R? 148t sich also durch die Summe
Yy =y1 +yo mit y; € G, y2 € F eindeutig darstellen, da die Summe direkt
ist.

Bemerkung: Geraden, Ebenen, usw. im R"”, die nicht durch den Nullpunkt
gehen sind keine (Vektor-)Unterrdume, sondern sogenannte affine Unterrdume
und besitzen eine Darstellung A = x¢ + U mit einem Verschiebungsvektor xg
und einem (Vektor-)Unterraum U mit 0 € U.

12



1.3 Lineare Abbildungen

Definition: V, W seien VR iiber den selben Koérper K. Eine Abbildung
f: V. — W heifit linear (oder ein linearer Operator), wenn sie mit den li-
nearen Operationen in V und U vertréglich ist.

L Vo yevf(z+y)=f(2)+f(y)
2. VoevVaexf (A -x) =X f(2)
Diese Aussagen konnen auch zu
Vo, yevVa, perf Az +p-y) =X f(2)+p- f(y)
zusammengefasst werden.
Beispiele:
e Die Nullabbildung 0: V — W, x — 0 ist linear.

e Die Identitat id V : V — V, x + x ist linear.

Die Abbildung f, : V — V, z — f4(2) := az mit a € K ist linear.
(Streckungen bzw. Homothetien)

Die Abbildung f,: V=V, 2 +— f,(z) :=a+ 2 mit a € V ist fiir a # 0
nicht linear. (Translationen)

Die Abbildung D : Pol (R) — Pol (R), p— D (p) :=p’ ist linear. (siehe
Summenregel, Konstanten bei Differentialrechnung)

Eine lineare Abbildung f : V — W wird auch als Homomorphismus bezeich-
net. Ist diese zusétzlich bijektiv, so nennt man sie Isomorphismus. Eine lineare
Selbstabbildung f : V — V ist ein Endomorphismus und eine bijektive Abbil-
dung f: V — V ein Automorphismus.

Satz 1.3.1
1. f: VoW, g: W— X linear =gof: V — X linear

2. f: V— W Isomorphismus = f~': W — V Isomorphismus

Beweis:

Lo (gof)(Ar+py) =g (f Az +py)) =g (Af (z) + pf (x))
= Mg (f () +pg(f(y)=A(gof)(x)+ulgof)(y)
(

)
2. fATH(@) +pft (y)=A ( ))+uf( 'y ) xﬂey
=P Ortpy) =@+l W) = AT @)+ pf T ()

13



Satz 1.3.2 Ist B eine Basis des VRV und fy: B — W eine beliebige
Abbildung in der VR W so gibt es genau eine lineare Abbildung f : 'V —
W mit Vpep f (b) = fo (b). Diese Abbildung wird lineare Fortsetzung von
fo auf V' genannt.

Beweis: (fiir den Fall, dass V eine endliche Basis B = {a1,...,a,} besitzt)
Zu zeigen ist, dass es zu beliebigen Vektoren b1, ...,b, € W genau eine lineare
Abbildung f: V — W mit f(a1) = b1,..., f (a,) = b, gibt: Da jedes x € V
eine eindeutige Basisdarstellung z = Y7, \;a; besitzt, muss gelten:

flx)=Ff (Z )\iai> = Z)\if (a;) = Z/\ibi-
i—1 i—1 i—1

Die so definierte Abbildung f : V — W ist wirklich linear, wie man einfach
nachrechnen kann.

Satz 1.3.3 Fir eine lineare Abbildung f: V — W gilt:
1M CV = FIMY) = ((f [M])
20UcCV=fUcW
3. ZCW=f-1[Z]|C:V

4. M CV linear abhingig = f[M] linear abhingig.
(aber M C V linear unabhingig =+ f[M] linear unabhingig)

Beweis: Sei f: V=W
L fICM))] = ((F[M]))
(a)
a= i)\ixi €((M)) mit z; e M
i=1

— f(z)=f (Z Aﬂ“i) = Xif (x:) € ((f [M]))

da f (z;) € f[M]. Also gilt f [((M))] C ((f [M])).
(b)

y= Z)\iyi € ((f[M])) mit y; € f[M].

Dann gibt es x1,..., 2, € M mit f (z;) = y; und es gilt
y= Z)\if(xi) =f (Z >\i$i> € fI{(M))].
i=1 i=1
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Also ist ((f [M])) < f[{{M))].
2.UCV=(U)=U=flUl=fIUN=FIUN)=flU]Cc:W
3. fYZ) ={zeV|f(x)eZ} <V, wenn Z C: W. Beweis mit UR-

Kriterium.

(a) f71[Z]#0denn 0 € f71[Z],da f(0)=0€ Z

(b) z, ye f1[Z]= f(x), fly) €Z
=S A () +pf(y)=fAe+upy) €Z
= e +uye fHZ]

4. Da M linear abhéngig ist existieren x1,...,x, € M mit

Z/\ixizO, aber (A1,...,Am) # (0,...,0).

=1

Fiir die Bilder f (x;) =: y; € f[M] gilt dann ebenfalls

S Nyi=Y Aif (@) =f (Z Ai%) =0
i=1 i=1 i=1

aber (A1,...,A\m) # (0,...,0). Also ist auch f [M] linear abhingig.

ker f im f

‘!_
=g

Abbildung 1.1: Kern(ker) und Bild(im) einer linearen Abbildung(f)

0

Definition: (siehe Abbildung 1.1) Bei einer linearen Abbildung f: V — W
heifit

1. Das Urbild des Nullraums {0} unter f der Kern(ker) von f und seine Di-
mension der Defekt(def) von f.ker f = f~1[{0}] ={z e V | f(z) =0}, def f =
dim ker f

2. Das Bild von V selbst das Bild(im) von f und seine Dimension der
Rang(rg) von f.im f = f[V], rg f =dimf[V]

15



Satz 1.3.4 FEine lineare Abbildung f: V = W ist
1. genau dann injektiv, wenn ker f = {0}.

2. genau dann surjektiv, wenn im f =W.

Beweis:

1. ;=) xcker f=f(x)=0 0
(=) f@) =)= f(2) - f(y)

sr—y=0=>x=y

x
= f(z—y)=0daker f={0}

2. gilt immer

Satz 1.3.5 Bei einer linearen Abbildung f :V = W mit dim V < o
giltdef f+rg f=dim V.

Beweis: 0 < k:=def f <n:=dim V und eine Basis {b1,...,b;} von ker f
1483t sich zu einer Basis {b1, ..., bk, D41, - ., bn } erginzen. Wir zeigen, dass dann
B' ={f (bk+1),---,f (by)} eine Basis von im f = f[V] ist:

1. ((B')) = f[V], demn V = ((B)) = f [V] = f [((B))] = ((F[B]))
= <<f (bl) IR f (bk)’f (bk-i-l) TERR) f (bn)>>
(mit f(br) ..., f (b)) = ((f (brgr) -5 f(bn)))

2. B’ ist linear unabhingig, denn

ZAf <Z Ab>:0:> zn:)\ibiekerf:«bl,...,bk))

i=k+1 i=k+1 i=k+1

—~
—~

<
~
Ny

n k n

i=k+1 i=1 i=1
:>()\1::)\k :))\kJrl:...:)\n:O

Aus der Dimensionsformel und Satz 1.3.4 folgt

16



Satz 1.3.6

o Fir eine lineare Abbildung f: V — W mit dim V, dim W < oo
gilt
— finjektiv s rg f =dimV
— fsurjektiv s rg f =dim W
— [ bijektiv (Isomorphismus) < dimV =rg f = dim W
e Bei einer linearen Abbildung f: V — W mitdim V =dim W <

oo gilt
[ injektiv & f surjektiv (< f bijektiv)

Dies gilt insbesondere bei Endomorphismen.

Zum Abschluss (ohne Beweis) einige algebraische Eigenschaften von Mengen
von linearen Abbildungen.

Satz 1.3.7 V, W seinen VR iiber K

1. Die Menge L (V,W) := Hom (V,W) :={f: V- W | f linear}
aller linearen Abbildungen von V' nach W bildet zusammen mit
der wertweise definierten Addition f 4+ g und Vervielfachung A - f
einen Vektorraum dber K.

2. Zusditzlich bildet die Menge End (v) = L(V,V) aller Endomor-
phismen von V' zusammen auf der Addition f + g und der Kom-
position go f als Multiplikation einen Ring mit Finselement idV ,
den sogenannten Endomorphismenring von V.

3. Die Menge GI (V') aller Automorphismen bildet zusammen mit der
Komposition o sogar eine (i.a.) nicht abelsche Gruppe, Automor-
phismengruppe oder allgemeine lineare Gruppe von V (,General
Linear Group“) genannt.

Bedeutung: Man kann mit linearen Abbildungen verniinftig rechnen.

Im endlich dimensionalen VR V ist es oft iiblich, Basen B = {ay,...,a,} C
V als Basis n-Tupel (ai,...,a,) € V™ zu schreiben um die Reihenfolge der
Basisvektoren festzulegen und man spricht dann von einer geordneten Basis.
Sei V ein fester VR mit n = dim V < oo iiber K = R oder C. Ist B =
(ai1,...,ay) eine geordnete Basis, so besitzt jeder Vektor € V' eine eindeutige
Basisdarstellung z = >, &a; mit Koeffizienten (,Koordinaten®) &,...,&, €
K deren Reihenfolge festgelegt ist. Dies liefert eine Abbildung

" &
op: VoK, =) Gaj— | @ | €K
=t &n

17



von V in den Koordinatenraum K", die bijektiv ist, da die Umkehrabbildung
Pyl K" =V, £ a2 Y| €a; linear ist. Wegen

n

n
T = Zfiau y= Znai
i=1

=1

n

= A+ py = (N + pm) ai®p Az + py) = A+ pnp = A0 () + p® (y)
=1

ist auch ®p linear, also ein Isomorphismus.

Satz 1.3.8 Jeder n-dim VR V dber Kmitn € Ny ist isomorph zu sei-
nem Koordinatenraum K™. Jede geordnete Basis B = (a1, ...,ayn) von
V liefert einen Isomorphismus ®p: V — K™,

Bedeutung: Bei endlich dimensionalen VR iiber K und linearen Abbil-
dungen zwischen ihnen kann man sich auf K" beschrinken und in Ko-
ordinaten rechnen.

18



1.4 Matrizen
Wir betrachten im folgenden lineare Abbildungen
f: K'"—=K" z— f(z) (n, meN).

Diese linearen Abbildungen sind eindeutig durch die Bilder aj, := f (e;) € K™
der harmonischen Basisvektoren ej,...e, € K™ definiert. Schreibt man diese
Bilder als Spaltenvektor in der Form

a1k
ap =
Unk

so gilt fiir alle

xl n n n

v=| | =) wie €KY y=f(2) =) af(z) =) zra

T, i=1 k=1 k=1
d.h.

n

Yi = Z AikTr = A1 T1 + Qi2Z2 + ..+ QinTy ML A11, - - -, Gmn
k=1

Das Ergebnis kann man mit Hilfe der sogennanten Matrizenmultiplikation (hier
Matrix x Vektor) berechnen:

Yi air -+ Gin T
= (,,Zeile mal Spalte®)

Ym Am1 oo Qmn Tn

y = A -

(Kurzschreibweise fiir die Operation x € K" +— y € K") mit der (i.a. rechtecki-
gen) (m x n) - Matrix
A= (st = @) gy = (@),
k=1,....n
bestehend aus n Spalten (Vektoren) und m Zeilen. Vereinbarung bei den Ma-

trixelementen a;r: Erster Index ist der Zeilenindex und zweiter Index der Spal-
tenindex.

Beispiele:

e Von einer linearen Abbildung f: R? — R? sei bekannt:

o :—f(el)_f<((1)>> -

W N =

Q
no
I
&,ﬁ
~—~
8
—

Il
~
N
Y
— o
~
N~
Il
S U



O U

1
Dann gilt fiir alle = (ml) € R? mit A= (2
To 3

1 4
y=fxz)=A-z=(2 5 (xl)
3 6) \"?
9 1 4 9 1-244-1 6
f(<1)>: 2 5 (1>: 2:24+5-1|=19
3 6 3-2+6-1 12

Satz 1.4.1 Zu jeder linearen Abbildung f : K™ — K™ (n, m € N)
gibt es genau eine (m x n)- Matriv A = (a1,...,an) = (Qik),,, oUS
Korperelementen, so dass gilt:

VwEK"f (SC) =A-z

Diese wird als Darstellungsmatriz von f bezeichnet.

Ihre Spaltenvektoren aq,...,a, € K™ sind die Bilder der kano-
nischen Basisvektoren ei,...,e, € K". Umgekehrt bestimmt jede
(m xn) - Matriz A genau eine lineare Abbildung f: K™ — K™.

Es gibt also eine (injektive) Zuordnung
¢: LK", K") — M (m, ;;K), feA=(f(er),.... [ (en))

zwischen der Menge alle linearen Abbildungen f : K" — K™ und der Menge
aller (m x n) - Matrizen iiber K. Wir iibertragen jetzt mit Hilfe dieser Bijektion
die fiir lineare Abbildungen f, g erkldarten Operationen f + g, A- f, go f auf
die zugehorige Darstellungsmatrizen A, B und definierten damit Matrizenope-
rationen A+ B, A- A, Bo A.

1. Matrizenaddition: Sei A = (a1,...,a,), B = (b1,...,b,) € M (m, n; K)

f(ex) = ak
f(er) = by
A+ B= (a1 +b1,...,an+bn) = (aikerik)mn

}(f+g)(€k)=f(ek)+f(ek)=ak-+bk-

2. Matrizenvervielfachung: Sei A = (a1,...,a,) € M (m, n; K), A€ K

flex) =ar = (A f)(er) = A f(ex) = A-ax
AN A= ()\al, ey )\an) = ()\aik)mn
3. Matrizenmultiplikation: Sei

A = (k) € M (m, 15 K), B = (bij),,, €M (p, m; K)

mn
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und die zugehorigen linearen Abbildungen f: K" — K™ und g : K™ —
KP. Gesucht ist die Darstellunsmatrix B - A = C = (cix),,, vongo
f: K — KP,

Z:g(y>:B'y<:>Zi:Z;nzlbijyj (i=1,...,p)
Zi =35 bij Dy kTl = Dy (Z}n:l bz‘ﬂjk) Tk

Anderseits gilt

=

zZQOf(x):C-x(:)Zi:Zcikmk
k=1

Vergleich der beiden Gleichungen liefert
Cik = sz’jajk =bjaig + -+ bimmk
j=1
oder mit Hilfe der Matrizenmultiplikation (,,Zeile mal Spalte*)

€11 - Cin bin 0 bim aipr -0 Qin

Cpl cee Cp’l’b bpl [ bpm m1 PR mn

Das so definierte Matrizenprodukt C' = B - A stellt also die Verkettung
go f dar.

Satz 1.4.2 Die Darstellungsmatriz C einer Verkettung gof : K™ — KP
linearer Abbildungen F : K" — K™ und q : K™ — KP? mit Darstel-
lungsmatrizen A und B ist das Matrizenprodukt B - A definiert durch

m
Cikk = E bijajk
i=1

Fiir diese gelten die selben Rechengesetze wie fiir die Verkettung linearer
Abbildungen. Insbesondere is es i.a. nicht kommutativ.

Beispiele:
(1 2 3) A (22 28)
4 5 6 5 6 49 64
[2 Zeilen | - [2 Spalten |=[2 x 2 - Matrix]
Spezialfille:
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1. Betrachtet man nur quadratische Matrizen A, B € M (n, n; K), also
Darstellungsmatrizen von Endomorphismen f, g : K® — K", so definieren
die Operationen A + B und B - A eine Ringstruktur auf M (n, n; K)
“isomorph” zur Ringstruktur von End (K™). Die Identitét id : K» — K"
wird durch die Einheitsmatrix E = (e1,...,e,) mit e -z = 2 fiir alle x
reprisentiert. Es gelten also die iiblichen Ringsétze (z.Bsp. A- (B + C) =
A- B+ A - C)fiir quadratische Matrizen.

2. Automorphismen f : K® — K" fiir die eine Umkehrabbildung f~!: K" —
K™ existiert, werden durch sogenannte reguliire Matrizen A € M (n, n; K),
fiir die eine inverse Matrix A= € M (n, n; K)mit A-A"1=A"1.A=F
existiert, repréisentiert. (fo f~! = f~lo f =id)

Satz 1.4.3

1. Die Menge M (m,n;K) aller (m xn) - Matrizen iber K bildet
zusammen mit der elementweise definierten Addition A+ B und
Vervielfachung X - A einen Vektorraum diber K mit ,Nullvektor®

0 --- 0
0=1: o | (= Nullmatriz) .

2. Zusitzlich bildet die Menge M (n,n;K) aller quadratischen
(n xn) - Matrizen zusammen mit der Addition A + B
und der Multiplikation B - A einen Ring mit FEinselement
E (= FEinheitsmatriz).

3. Die Menge GL (n;K) aller requliren (n x n) - Matrizen (fir die
ein inverses A~ existiert) bildet zusammen mit der Multiplikati-
on sogar eine (i.a. nicht abelsche) Gruppe, die Allgemeine lineare
Gruppe iiber K.

Daher kann man mit Matrizen wie gewohnt rechnen. Aber im allgemeinen gilt
A- B # B- A und nicht jede Matrix A besitzt auch eine inverse Matrix A~!.

Definition: Der Rang einer Matrix A € M (m,n;K) sei der Rang der unter-
geordneten linearen Abbildung f: K®" - K™, x+— f(z) = A-x.
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Satz 1.4.4

1. Der Rang rg A einer Matriz A € M (m,n;K) ist gleich der Ma-
zimalanzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren. (auch als Spal-
tenrang bezeichnet)

2. FEine Matriz A € M (n,n;K) ist genau dann regulir (also inver-
tierbar), wenn rg A = n mazimal ist, d.h. wenn ihre Spaltenvek-
toren linear unabhdngig sind.

Beispiele:
1 2
erg |3 4] =1
5 6
Beweis:

1. Fir A= (a1,...,a,) gilt:

rgA=rg f=dimf[{(er,...,en))] = dim ((f(e1),..., [ (en)))

=dim ({ay,...,a,))

= maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren aus {a,...,an}
2. A regulir & f Automorphismus < rgA =rgf =dim ({(a1,...,a,)) =n
& ag,. .., ay linear unabhingig

Satz 1.4.5 Der Rang einer Matriz bleibt bei Matrixmultiplikationen
mit reguldren Matrizen von links oder rechts unverdndert.

rg (B-A)=rgB

A requlir = {
rg (A-B)=rgB

Definition: Die durch Vertauschen von Zeilen und Spalten einer

(m x n) - Matrix A = (a;),,, entstehende (n x m) - MatrixAT = (afi)nm
heifit die zu A transponierte Matrix.
Bemerkung: Bei diesem Vertauschen bleibt die Hauptdiagonale {a;; | i = 1,...,min{m, n}}

unverindert und A7 ensteht aus A durch Spiegeln ander Hauptdiagonalen.

T

;)Z _(135)
. 2 4 6
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Satz 1.4.6
1. (AT) = A, (A+B)T =AT+ BT, (\- AT = - AT
2. (B-A)T = AT . BT

3. (A’l)T = (AT)il, insbesondere gilt A regulir < AT regulir

Beweis:
1. klar
2. Fir C =B - A gilt
cij = zm: bijajr = ch; = ibﬁa%} = ia%}bﬁ
j=1 j=1 j=1
=T =AT.B7T

3.A-A T =E= (AN AT—ET—E= (A7) = (4"

Spéter konnen wir auflerdem sagen, dass beim Transponieren auch der Rang
erhalten bleibt:
rg (AT) =rgA

Definition: Eine quadratische Matrix A € M (n,n; K) heifit symetrisch, wenn
A = AT und schiefsymmetrisch wenn A = —AT

Beispiele:
[ ]

1 3\ . . 0 3\ . . .
<3 2) ist symmetrisch (_3 O) ist schiefsymmetrisch

(Hauptdiagonale egal) (Hauptdiagonale immer 0)

Bei einer komplexen Matrix A = (a;),,, kann man die konjugiert komplexe
Matrix A = (@;),,,, definieren und nennt die Matrix hermitesch wenn 4 = A7
und schiefhermitesch wenn A = — AT

Sei f: K" — K™ eine lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix A. Wihlt
man in K" eine andere Basis B = (b1,...,b,) und auch in K™ eine andere
Basis B’ = (b/4,...,V,,) statt der Einheitsbasen, so erhalten die Vektoren x €
K" und y = f (z) € K™ andere Koordinaten £ = ®p (x) und n = ®p/ (y). (siehe
Satz 77?)

re KN —hy=f(2) €K
QB\LT S ¢‘B/

fek —2 ~peKm
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Die lineare Abbildung &5 : K" — K" bzw. &g, : K™ — K™ besitzen regulire
Darstellungsmatrizen T bzw. S, da sie bijektiv sind. Die Zusammensetzung

@' () =z y=f(2)—n=2p(y)
besitzt dann die Darstellungsmatrix
A=8.-A.T771!

und beschreibt die selbe lineare Abbildung f.( nur in anderen Koordinaten)

Definition: Zwei Matrizen A, A’ € M heiflen dquivalent, wenn regulére Trans-
formationsmatrizen S € M (m,m; K) und T € M (n,n;K) mit A’ =5-A-T—1
existieren.

Bemerkung:
e Dies ist wirklich eine mengenth. Aquivalenzrelation!

e Nach Satz 1.4.5 gilt rg A = rg A’ fiir dquivalente Matrizen.

o Wegen
o5 (¢) = igibi also @5 (e;) =b; (i=1,...,n)
i=1
und .
Ol (n) = anb’k also @5 (e;) =b; (i=1,...,m)
k=1
gilt

T ' =(by,...,b,) und 71 = (V'1,...,b' )

(Zur Berechnung von A~! siehe spiter)

Man kann die Basen B und B’ so geschickt wihlen, das A’ eine ganz einfache
Gestalt annimmt.

Satz 1.4.7 Jede (m x n) - MatrizA mit rg A = r (< min{n,m}) ist
dquivalent zu einer Matrixz der Form

(Normalform der durch A ( bzgl. rg A) bestimmte Aquivalenzklasse)

Bemerkung: Fiir die zur Normalenform D, gehtérenden Basen B = (by,...,b,)
und B’ = (b'1,...,b) gilt (mit f(x)=A-z)

(i)

4 D,-e=e¢; firi=1,...,r
A-bi=0(@=r+1,...,n) e D,-e;=0fiiri>r
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Daraus ergibt sich
ker f = ({byg1,...,bn))

und
m f = <<b/1, .. .,b/r>>

Folgerung 1.4.8 Fiir (m x n) - Matrizen gilt
1. A dquivalent A < rg A=rg A’
2. rg AT =rg A (d.h. Spaltenrang = Zeilenrang)

Beweis:
1. (,<“rgA=rgA =r=A~D, ~A =>A~A

2. rg A=r < D, = SAT' & DT = (T-1)" ATST = SATT1
& DI~ AT & rg AT =7

Ergénzung: Bekannt sind Matrizen A = (a;1),,,,, und Matrizenoperationen y =
A sy = ZZ=1 a;kxk. Die Verallgemeinerung von Matrizen sind Tensoren
T = (ti1,. .., tip) mit Tensoroperationen wie z.Bsp.

® 2 =3 ;1 tijkTiYk = tijkT;Yk
2 =) ktijh@ik = tijkQk-

Zum Beweis von Satz 1.4.4 muss man wissen, daf} folgende Operationen den
Rang einer Matrix A € M (m,n;K) nicht &ndern.

1. Elementare Zeilentransformationen

(a) Vertausch zweier Zeilen z; < z;.
(b) Multiplikation einer Zeile mit einem Vielfachen A # 0 z; — Az;.
(c) Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

zi = 2+ Az i # g

2. Elementare Spaltentransformationen

(a) Vertausch zweier Spalten sj < s;.

(b) Multiplikation einer Spalte mit einem Vielfachen A # 0 s — Asg.

(¢) Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
Sk—hsk+)\$lk7él

Grund: Elementare Zeilen- und Spaltenoperationen lassen sich durch regulére
Elemntarmatrizen realisieren, die von links (bei Zeilentransformationen) bzw.
von rechts (bei Spaltentransformationen) an A heranzumultiplizieren sind.

0 1 Z11 212 213 --- _ 221 k22 %23 ...
1 0 221 222 223 ... 211 12 <13 ---
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Man kann zeigen, Dafl durch solche Transformationen - endlich oft durchgefiihrt
- aus A eine Normalenform D, hergestellt werden kann: Gaufischer Algorith-
mus zur Bestimmung der Normalenform D, mit gleichzeitiger Berechnung der

Transformationsmatrizen S und 7' und damit der neuen Basen (b1, ...b,) bzw.
V1, 0 ).
Gauficher Algorithmus

Ausgangsschema | E(,) Alm.n) Em)

Py PLAGQ, Q1

Elementare

Zeilen- wmd | 250 PP, AQ1Q2 @1Q2

Spaltentransfor-

mationen

bis A die Nor- | P,... P P,...PlAQ1...Qq Q1...Qq

malform D, er-

reicht hat

Ergebnis P=(S) | D,=PAQ = (SAT') | Q= (T"1)
Bemerkung: Ist man nur an r = rg A interessiert, so geniigt es, A in eine
Dreiecksmatrix (Stufenmatrix) der Form

A *

A = Mo A #£0

zu bringen aus der der Rang einfach ablesbar ist.
Mit diesem Verfahren kann auch die Inverse A~! einer reguliren MAtrix A €
M (n,n; K) bestimmen. (hier ist D,, = E)

elementare Zeilen-

EFA PE

transformationen

=(D,=)E=P - A=A"1'=P

oder
AE elementare S}:)alten— EQ
transformationen
=D, =)E=A-Q=>A""'=Q
Beispiele:

e A= <le g 3> Gesucht sind A, S, T und D,.. Idee: Spalten werden nach-

einander auf Normalform gebracht.
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1.5 Lineare Gleichungssysteme
Fiir ein lineares Gleichungssystem

a111 +a12x2 +... + a1nTn :bl

n
Lol = aED amr=0b; (i=1,...,m) (L1)
Am1T1+amaZa+ . .. +amnxn:bm k=1

mit gegebenen a;x, b; € K und gesuchtem zy € K (m Gleichungen fiir n Unbe-
kannte) suchen wir

e Angaben iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
e Angaben iiber die Struktur der Losungsmenge

e Methoden zur praktischen Berechnung

Mit
T b1
A= (air),, € M(mn;K),z=1: | eK" b=| @ | e K™
Tn bm
148t sich 1.1 in der Form
A-x=b
bzw. (mit f: K* = K™, z+— f(z) =A-x)
fz)=0

schreiben. (A heifit Koeffizientenmatrix, b die ,,rechte® Seite des Gleichungssys-
tems) Zu bestimmen ist also die Losungsmenge der lineare Gleichung f (z) =
A-x =0b. d.h. die Losungsmenge

L(Ab)=f'[{b}] = {z € K" | f(x) = b}

eines Vektors b € K™ unter f: K" — K™.
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1.5.1 Homogene lineare Gleichungssysteme mit b = 0 =
Km

Satz 1.5.1
1. Ein homogenes lineares Gleichungssystem
flx)=A-z=0mit A€ M (n,m;K)
besitzt stets die triviale Lisung

z=0¢cK".

2. Die Lésungsmenge L (A,0) = ker f ist ein Untervektorraum des
K™ der Dimension def f =n—rg A.

3. Die triviale Lisung ist genau dann die einzige Ldsung, wenn f
ingektiv, also rg A =n ist.

Folgerung:
1. m < n (weniger Gleichungen als Unbekannte)
=rgA=min{m,n} <n=A4-z=0
ist nicht trivial 16sbar.

2. k:n—rgA >0 = es existieren k linear unabhingige Losungsvektoren
Z1,...,2r € K" von A -2 = 0 und fiir die allgemeine Losung gilt:

T=Mx1+ ...+ Az mit Aq,.. A €K

Eine solche Basis nennt man auch ein Fundamentalsystem von Lésungen.
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1.5.2 Inhomogene lineare Gleichungssystem mit b € K™
beliebig

Satz 1.5.2
1. FEin inhomogenes lineares Gleichungssystem
flx):=A-z=bmit A= (a1,...,a,) € M (m,n;K)
b e K™ ist genau dann lésbar, wenn

e beim f=fIK" = {{a1,...,an)) oder (dquivalent dazu)
o ({a1,...,an,0)) = ({a1,...,a,))
o rg (A,b) =rg A mit der erweiterten Matriz

(A,0) = (a1,...,an,b) € M (m,n+ 1;K)

2. Istxg € K™ eine spezielle Losung von A-x = b, so ist die Lésungs-
gesamtheit

L(Ab)=zs+kerf={axs+2| A -2=0}
ein affiner Unterraum des K.
3. A-x =b ist genau dann eindeutig losbar, wenn

rg (A,b)=rgA=n

Beweis:
1. klar

2. Ist x4 eine spezielle Losung von A - x = b, so gilt fiir jede andere Losung
() Acx=b=A" x4
A (z—25)=0=>z—zscker A=>ax €, +kerA

3. klar

Folgerung:
1. m <n= A-x =bist nicht eindeutig 16sbar. (wenn iiberhaupt)

2. rgA=m(<n)= A-x="bist fir alle b € K™ 1osbar. (universell losbar,
denn f[K"] =K™)

3. Die allgemeine Losung von A - x = b erhélt man

e aus einer speziellen Lésung von A -z = b und
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e aus einem Fundamentalsystem z1, ..., x) von Losungen von A - 20

T=2xs+ M2+ ...+ Az mit A\q,..., A €K

Gauflscher Algorithmus zur Lésung linearer Gleichungssysteme
Ausgangsschema, A(mn) b(m) E

PIA Plb PlE

Elementare Zeilen- PLAQy Pib Q1

und Spaltentrans- : : :

formationen

bis A Normalform PAQ Pb Q

annimmt

Ergebnis D, b Q
Jetzt gilt:

1. 2’ Losung von D,x' =V & x := Q- 2’ Losung von Ax = b
Beweis: D2’ =P-A-(Qx')=P-A-2=P-b=b S A-xz=0>

Bemerkung: Die Matrix P braucht nicht berechnet zu werden. (Zeilen-
transformationen = Ubergang zu dquivalenten Gleichungen)

z'y =V
2. Aus Dz’ =n/, d.h. o, _ b, (- ist abzulesen:
0= blr—i—l
0=V,
e im Losbarkeitsfalle (041 = ... =b,, =0) ist
2y =1,...,Vn,0,...,00" €K
eine spezielle Losung von D,.z’ = b’ und
[ ]
b’y
b
=2+ As1eri1+ .+ Apep = "
>\r+1
An

die allgemeine Losung. Somit ist die allgemeine Lésung von Az = b

T = Qxls + >\r+1Qer+1 +.. 4+ A Qe
—~—

Ts Spalten von Q
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Zusatz: Verzichtet man auf elementare Spaltentransformationen, so kann man
(bis auf eine Umnummerierung der Variablen) eine Normalform

b’

E, A
(A1) =
b 1
0o 0
b

erreichen. Dabei gilt
x Losung von A" -z =b' (& P- Ar = Pb) < x Losung von Az =0

(Jetzt muss eventuell noch riicknummeriert werden)
Beispiele:

A b

1 2 3 7 IE1+2$2+3I3:7
4 5 6

4.%1 + 5£E2 + 61’3 =38
1 2 3 7
. 0 -3 -6 —20

1 2 3
0 1 2

— _1 1 — g =—%
ERICEEE
3 3 =3
Die allgemeine Losung ist also
f% 1
T = 23—0 +x3 | —2
0 1
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1.6 Determinanten

Sie liefern eine Moglichkeit, die Regularitét einer quadratischen Matrix festzu-
stellen. Zur Erinnerung: S,,? {w = {1,...,n} = {1,...,n}} bezeichnen die Grup-
pe aller PErmutationen der Zahlen 1,...,n (Anzahl n!). Das Vorzeichen oder
signum sgnm = (—1)l gibt an, ob eine gerade oder ungerade Anzahl von Nacha-
brvertauschungen nétig ist, um die Bilder 7 (1) ,...,7 (n) wieder in die natiirli-
che Reihenfolge zu bringen.

Beispiele:

/12 3 4 o
o7r—<3 9 4 1) sgnm=(-1)"=1

Satz 1.6.1 Auf der Menge M (n,n;K) aller (m x n) - Matrizen
A= (ay,...,a,) gibt es genau eine Determinantenfunktion

det : M (n,n;K) - K, A det A= (A)
mit der Figenschaft
1. det(ay,..., ag + pa'y,...,a,) = Adet (a1, ... ,ak,...,an)
+udet(ar,...,d'g,...,a,) firallek=1,...,n [Multilinearitit]

2. ay,...,a, linear abhingig = det(ai,...,a,) = 0 [Determinan-
teneigenschaft]

3. det E = det (e1,...,e,) =1 [Normierung]

Beweis: Eindeutigkeit: Fiir eine Determinante muss gelten (Z?:l aiker = ag)

n n n
det A = det (ay,...,a,) = det (Z @iy1€4,, Z (iy1€iny - - s Z ainnein)

i1=1 ia=1 in=1

n n
= Z e Z @iy1 .- Qi det (€, ..., €, ) [n™ Summanden]

=1 inp=1
(Summanden nur dann # 0, wenn (i1,...,%4,) = (¢ (1),...,0(n)))

= Z Ag(1)1 - - - Qo (n)n det (eg(l), e eg(n)) [n! Summanden)]
ocES,

= Z Ag(1)1 -+ - Qo (n)n SgN 0 det (e1, ... ap)
—_——

oc€eSy =1

= Z 8GN 0 Qg (1)1 - - - Ao (n)n
gESy
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mit ol =7

Beispiele:
o n=2

ailp  ai2
a1 a2

= Z sgn alﬂ(l) o amr(n)
TESy

= E SgN T A1x(1) * G2r(2) = A11022 — 412021
TESy

Aus Satz 1.6.1 folgen weitere Eigenschaften:

1. det(ay,...,a; + Aag,...,ak,...a,) =det (a1,...,ay,)

+A det(ar, ..., QK ..., 0k, ..., a¢n) =det (a1,...,an)
=0
2. det (a1, QyeenyQiyennyan) = —det(a, ... ak, ..., (—a;),...,an)
= —det(ar,...,a; +ag,...,(—a;),...,an)
= —det (a1, ...,a; + Ak, ..., Ak, ..., 0Qp)
= —det (a1, ...,y k..., p)

(Die Determinantenfunktion ist also alternierend oder antisymmetrisch)

3. det (aw(l),...,aﬂ(n)) = (—1)l det (a1,...,a,) = sgndet (ay,...

alle m € S,,.

4. det A=lai| =3 5 sgnmaiaz...a, (Regel von SARRUS)

Beispiele:
en=3
ai
a1
aszy

a2 Qi3
G2z Q23 | = E SgN T A17(1)27(2)A37(3)
asz asg weSy

Mogliche Permutationen von 123:

123 231 321 132 213 321

sgn m=+1 sgn m=—1

a1l a2 a13
G21 Q22 (23 | = (11022033 + 412023031 + Q13021032
azip asz ass

—11023032 — 412021033 — (13022031
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Satz 1.6.2 (Eigenschaften der Determinanten)
1. A regulir < det A#0
2. det(B-A)=det B-det A
3. det (A1) = (det A7t
4. der (AT) =det A

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestimmung der Determinante ist der Laplacesche
Entwicklungssatz.

Definition: Bei einer Matrix A € M (n,n;K) heifit die Zahl
A = (_1)i+k det S;,

enstanden aus der Streichungsmatrix (durch Streichen der Spalten und Zeile

ausgehend von a;y,)

sik=| — ax — | €Mm—-1n-1K)

die Adjunkte oder das algebraische Komplement des Matrixelements ;.

Satz 1.6.3 (Entwicklungssatz fiir Determinanten) Fiir eine
(n x n)— Matriz gilt

1. det A =apnAp+...+ainAiy, fir jeden Zeilenindex i. (Entwicklung
nach der i-ten Zeile)

2. det A = a1 A1k + - . .+ ank Ang fiir jden Spaltenindex k. (Entwick-
lung nach der k-ten Spalte)

Beispiele:

a1l a2 ais

_ Q22 Q23 ag1 @23 ag1 Q22
a1 Q22 Q23 | = a11 —a12 +ai3

asz as3 31 0a33 a asz
asip as2 as3
[ ]

1 2 3 1 92

0 0 1 :—1’4 5 ‘:8—5:3

4 5 6

Mit Hilfe der Adjunkten kann man auch die Inverse einer Matrix explizit ange-
ben.
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Satz 1.6.4 Fiir die Inverse einer requliren Matriz A = (a;;) mit der

Adjunkten A;j gilt
1

A= —— AT
detA( i*)

Beispiele:

A= ailr a2 :>A_1: 1 AT: 1 a22 —ai12
det A a11G92 — Q21G12 \—021  G11

Satz 1.6.5 (CRAMERsche Regel) Ein lineares Gleichungssystem
b mit regquldrer quadratischen Koeffizientenmatriz hat den

Axr =
Losungsvektor x = (x1, . .. ,xn)T =A"1.b mit
det (a1,...,b,...,a,) (Brset durch b)
T = rsetzen von ay durc
F det (ay,...,an) b

Beispiele:

' (2 ()

Satz 1.6.6 Der Rang einer Matrix A € M (m,n;K) ist die grifite Zahl
r, fir die eine von Null verschiedene Unterdeterminante existiert.

Beispiele:

‘ ; g ’750:>7">2/\|A:O:>r:2

b
Il
W N =
— O N
=N W
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1.7 Einfiihrung in die Eigenwerttheorie

Sei f: K* — K" ein Endomorphismus mit einer quadratischen Darstellungsma-
trix A. Benutzt man im K™ eine andere (aber in Urbild und Zielraum gleiche)
Basis B = (by,...,by), so erhalten die Vektoren x und y = f (z) = Az andere
Koordinaten { = @ (z) =T -2, n=2(y) =T -y.
f n
reK ——ye€ K
o |T Tlbe

cek A pekn
Die Zusammensetzung
R e I
besitzt dann die Darstellungsmatrix
A =TAT™!

und beschreibt den selben Endomorphismus. (nur in anderen Koordinaten)

Definition: Zwei quadratische Matrizen A, A’ € M (n,n;K) heiflen &hnlich,
kurz A = A’, wenn eine reguliire Transformationsmatrix 7" mit

A =TAT!

existiert.

Wieder werden wir versuchen die Basis B so geschickt zu wihlen, dafl A’ eine
einfache Form annimmt. (Eine Normalform D, ist nicht mehr zu erreichen)
Definition: Eine Matrix A € M (n,n;K) (bzw. der dazugehérige Endomor-
phismus f: K" — K" 2 — A - z) heifit diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu
einer Diagonalmatrix

M 0
D =diag (A1,...,\p) = .
0 An
ist. (also f bzw. eine Basis (by,...b,) des K™ eine Diagonalmatrix D als Dar-

stellungsmatrix besitzt.)

Satz 1.7.1 Ein Endomorphismus f : K" — K" (bzw. seine Darstel-
lungsmatriz A) ist genau dann diagonalisierbar, wenn im K™ eine Basis
(b1,...,bn) aus ,FEigenvektoren® mit der Eigenschaft

Vi_ f (br) = A - by = by,

mit A\, € K existiert.
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Definition: Sei V ein beliebiger VR iiber den Kérper K und f : V — V
ein Endomorphismus. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert (EW) von f, wenn ein
Eigenvektor z € V' \ {0} mit

f(x) = Az z= Eigenvektor

existiert. Ey := {x € V| f (z) = Mz} = ker (f — A -id) C: V heifit Eigenraum
von f zu EW X und seine Dimension d := def (f — A - id) > 1 die geometrische
Vielfachheit des EWs A.

Wie findet man die EW einer Matrix A € M (n,n;K)? Es gilt
AEWvon A& E) # {0} & def (A—AE) >0
< A — A\A nicht regulir < det (A —AE) =0

Es ist
a;p —t a2 e a1n
a1 agg —t - a2n .
det(A—t-FE) = } . . (mit t € K)
an1 An2 e Qpp —t

ein Polynom in ¢ vom Grade n.

Satz 1.7.2 Die EW X € K einer Matrix A € M (n,n;K) sind genau
die Nullstellen der charakteristischen Polynoms

t— 34 (t) = det (A—t- E)

vom Grade n. Den ER E\ erhdilt man durch Losen des linearen Glei-
chungssystems (A — AE) -z =0

Eigenschaften:

1. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
Beweis:

Am A = A =TAT ™' = s (t) = det (A — tE)
=det (T (A—tE)T™") =det T det (A —tE) det T~
=det (A —tE) = 54 (t)
2. Fiir die Koeffizienten k,,, des charakteristischen Polynoms
s () = (=) t" + (= 1) Ny t" o+ (1) kit + ko
gilt stets
kn_1=spur A = iam ko = det A

i=1

Folgerung: Ahnliche Matrizen haben gleiche Spur und Determinante.
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Beispiele:
e Fiir eine (2 x 2)-Matrix gilt stets

seq (t) =t —spur A -t +det A

Satz 1.7.3 Fine MAtriz A € (n,n;K) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn

1. ihr charakteristisches Polynom wvollstandig in Linearfunktionen
zerfallt. d.h.
sea (t) =+t —A)" (= Am)'™

mit paarweise verschiedenen Nullstellen A1, ..., Ay und algebrai-
schen Vielfachheiten I, ...l € N.

2. fiir jeden EW \; (1 <i<m) von A gilt

geometrische Vielfachheit d; = algebraische Vielfachheit [;

Bemerkung: Eine Zerlegung von ¢4 wie in (1) it sich in C immer durchfiihren.
(C ist algebraisch abgeschlossen) In R sind auch quadratische Terme ohne (re-
elle) Nullstellen moglich (z.B t2 + 1)

Beweisskizze: Zu jedem Eigenwert \; findet man eine Basis des ERs E) aus
d; = l; Vektoren. Da EV zu verschiedenen EW linear unabhéngig sind hat man
insgesamt Iy + ...+ [, = gradss = n linear unabhéngige EV, also eine Basis
aus EV.(siehe Satz 1.7.1)

Beispiele:

(0 0\ =t 0 | _ . .
A= () mi=| 5 % [—eeanors

(A-AE) - z=A-z= (3?1) - (8) o =0

zeigt das Eyg = ker (A — AE) = <<<(1)

1 <2 =1. Also ist A zu keiner Diagonalmatrix dhnlich.

Aber

>>> 1-dimensional ist, d.h. d =

A= <_32 _02) Daea (t) = (3__; :?) =t?—3t—4=(t+1)(t—4)

:>)\1:—1,/\2:4,l1212:1
~—_————

=di=dy=1
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Ergebnis:

Transformationsmatrix:

1 (1 =2
S:=T"" = (b1,b2) = (2 1
Fiir sie gilt D = TAT~! = S—1AS.

Ergénzungen:

1. Ist die Bedingung (2) fiir einen Eigenwert verletzt (D < [) kann man
wenigsten eine sogenannte Jordansche Normalform

A1 000
J— 0 0
0 0 o1
0o 0 0 X

mit den EW in der Hauptdiagonalen und héchstens Einsen in der (oberen)
Nebendiagonale.

2. Bei einer diagonalisierbaren reellen Matrix treten echt komplexe EW im-
mer als konjugiert komplexe Paare A\, \ auf. Auch die zugehorigen Ei-
genvektoren konnen als konjugiert komplexe Paare (z,z) gewéhlt wer-
den. (denn Az = Az & Az = AZ) Ersetzt man das Paar (z,Z) durch
(y1,y2) := (Re z,Im z) so ensteht (mit A = a + i) aus der Komplexen

Diagonalmatrix D = eine reelle Fast-Diagonalmatrix

>l

D= _aﬁ s mit (2 x 2) - Drehstreckungsblocken
a B | Rex ImA| | rcos¢ rsing
-6 a | =ImX ReX | | —rsin¢g rcosg
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auf der Hauptdiagonalen.
Beispiele:
[ ]

A:(_O1 é),%A(t):t2—|—1:>)\:i,5\=—z’

EV zu A =i ist also etwa (1) = ZzZ= (lz) ist EV zu A = —i.

komplexe Transformationsmatrix:

s=r= (11
1 —1

Reelle Normalenform:
zugehorige reelle Basis:

1 0
y1 = Rez = (0>,ygzlmz= (1>

Reelle Transformationsmatrix:
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1.8 Euklidische und unitire VR

Definition: Ein euklidischer VR ist ein reeller VR, ausgestattet mit einer
positiv definierten symmetrischen Bilinearform

(): VXV =R
als Skalarprodukt (inneres Produkt) fiir das gilt

1. (Mz1 + Aexe,y) = A1 (@1, y) + A2 (z2,y) [Linear im 1. Argument]
T, A\ y1 + A2ya) = A1 {z,y1) + A2 (@, y2) [Linear im 2. Argument]

(
2. (y,x) = (z,y) [Symmetrie]
(

3. (z,z) > 0A (z,2) = 0 & x = 0 [Positive Definiertheit]

Beispiele:
e Der R™ mit dem Standard-Skalarprodukt

n
T
= E TiY; =T
i=1

e Der VR /0 ([a,b] — R) aller stetigen Funktionen. f : [a,b] — R mit dem

SP ,
=/ f (@) g () da

Mit der positiven Definiertheit des SP(3) gilt
b
:/ fPx)dr=0=f=0
a

Diese Definition 148t sich nicht einfach auf den Komplexen VR iibertragen. Ist
etwa (z,z) > 0, so folgt

(iz,iz) =4i(z,z) = — (2, z) < 0 Widerspruch zu (3)

Definition: Ein unitirer VR ist ein komplexer VR mit einer positiv definierten
hermiteschen Semibilinearform (-,-) : V' x V' = C als Skalarprodukt fiir das gilt:

1. (M1x1 + Asa, y) = A1 (x1,y) + A2 (z2,y) [Linear im 1.Argument)

x) = (x,y) [Hermitesche Symmetrie]

2. (y,
(= (z,2) = (z,2,) €R)
(

z,x) > 0A (z,z) = 0 < x = 0 [Positive Definiertheit]

3.

Eigenschaften: o o
(T, \1y1 + Aaya) = (A1, y1 + Aoy, ) = A1 (Y1, ) + A2 (Y2, )
= A1 {(z,y1) + A2 {x, y2) daraus folgt speziell:
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o (v,y1 +y2) = (z, 1) + (2, 42)
o (z,\y) = X(z,y)
Beispiele:

o Der C" mit dem Standard-SP
(@y) = agi=a" 7
i=1
e Der VR /° ([a,b] — C) mit dem SP

b b
<f,g>:/ f(x) g (z)da (ﬁ <f,f>:/ If(a:)deeR>

1.8.1 Langenmessung

Satz 1.8.1 In einem euklidischen/unitdren VR (V;<,>) gilt fir die
durch
] = /()

definierte Lingenfunktion die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung

(@, y)| <[] [yl

2
Beweis: Fiir y # 0 gilt (sonst trivial) ‘|y|2 x—{x,y)y

- <|y|2 z— (2,9, [y e — (2,y) y>

= ly|* (x,2) — (2, 9) lyl* (v, ) — |yI* (2, 9) (2, 9) + (2,9) (@) (4, 9)
= lyf? (o 1yf* — (. 9) ) = 0

Satz 1.8.2 In einem euklidischen/unitiren VR (V;<,>) gilt fir die
durch

z— |z

die Normierungseigenschaft (1) bzw. (8) aus Kap. 1.1. Jeder euklidi-
sche/unitire VR ist also ein normierter Raum.

Beweis:
1. [positive Definiertheit] siche oben.

2. [Homogenitit] [Az|> = Az, Az) = A\ (2, 2) = [A]* ||
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3. [A - Ungleichung] |z +y|* = [z|* + (2,y) + (y,2) |y|*
2 2 2 2
\xl-g2Re¢uy>+¢yL =\$|+-2K§JDI+Iy
< x|” + 22| [yl + yI” = (|| + |y])

Bemerkung: Nicht jede Norm wird von einem SP induziert. Z.B. die durch
|z| o == maxi—1 . n |z

im R™ definierte Maximumsnorm. Notwendig und hinreichend dafiir ist die
Giiltigkeit der Parallelogrammgleichung

o+ y|* + o =y = 22" + 2]y
Die euklidische Norm |z| = /(x, x) erfiillt diese Gleichung!
Beispiele:

e Monome p, : [0,1] — R,z + z! haben bzgl. der vom SP (f,g) =
fol f (z) g () dz induzierte Norm || f|| = \/{f, f) die Lénge

2 1 k2 $2k+1 ! 1
Ipalf = [ @) e = G| = g = Il = e

1.8.2 Orthogonalitét
Definition: Sei V ein euklidischer/unitérer VR mit SP <, >
1. Zwei Vektoren z,y heiflen orthogonal, wenn
{z,y) =0
ist. (Schreibweise L y)
2. Eine Teilmenge M C V heifit Orthogonalsystem (OGS), wenn

0eMAVeyyr Ly

3. Ein Orthonormalsystem (ONS) M ist ein OGS mit zusétzlich
Veem |.’,E‘ =1
(Alle Vektoren sind also Einheitsvektoren)

4. Eine Basis von V, die gleichzeitig ein ONS bildet heifit Orthonormalbasis
(ONB)

Jedes OGS und erst recht jede ONB ist linear unabhéngig.

Beispiele:
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e Im K" bilden die Einheitsvektoren eine ONB: Es gilt

1fire==k%
(e, ex) = Ok { 0 fitr i 2 k ( Kronecker-Delta)

Je endlich viele, sogar je abzdhlbar viele linear unabhéngige Vektoren
koénnen orthonormirt werden.

Satz 1.8.3 (SCHMIDTsches Orthonormalisierungsverfahren)
Zu jedem m-tupel (by,...,bn) bzw. zu jeder Folge (byn),cy linear
unabhdingiger Vektoren in einem euklidischen/unitiren VR gibt es ein
ONS (e1,...,en) bzw. (ex),cy mit dein Eigenschaften

Vi1 ({e1, - ex)) = ((b1, ..., b))

Beweis: Wir definieren die Vektoren ey, eg, ... induktiv
k=1: Mit e; := ‘g—i‘ gilt ({e1)) = ((b1)).
k — k+1: Wir nehmen an, wir hitten schon ein ONS (eq, ..., ex) mit ¥V, ; (e;, e;) =

di; und ((e1,...,ex)) = ((b1, ..., bg)). Fiir den Vektor é,,41 : bk+1—2?:1 (D41, €5) €;
gilt dann

1. €xy1 # 0 (sonst by1 € ({e1,...,ex)) = ((b1,...,bk)))

2. VI (Enpaser) = (brgaser) — Sy (bryrse5) (€5 ex)
——
5jk
= (bkt1,e1) — (bkr1,e1) =0

3. ((er, - e, erpr)) = ((e1, ..., en, b)) = ((b1, ..., brs1))

Die Normierung eg41 := IZ:EI liefert dann ein ONS wie gewiinscht.

Beispiele:

e R=K V=0 (-1+1),(f,9) = [} [ (2) g (a) do
Orthonormalisierung der Folge der Monome (pg, p1,...) mit

Py (z) = a*

L llpoll = f1 1dz =2 = e (1) = /5 1
2. €1 :=p1 — (p1, €0) €0, (P1,€0) f \/>d$*0

e =pullalf =lpl* = [7) a?de = 3 = o1 (@) = /3w

3. &2 =p2 — (p2,€0) €0 — <p2,€1> e

(2, eo) f1 \/gdm=§

(po,pr) = [1] \/gardx=0

Soo— 2 _ V2. 1 1 _,2_ 1
€y =2 o s-l=x 3
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||e2|\ < —%) v=...=2(2)’

f

Die Polynome

Pk (LL') = Qk‘-i-lek

heifen LEGENDRE-Polynome. Py (z) = 1; Py (z) = x; P2 (z) 3 (x2 -3)

(sie bilden ein OGS) Bei diesem Verfahren wurde die Ex1stenz einer Or-
thongonalprojektion benutzt.

Definition: Zu einem UR U eines euklidischen/unitdren VRs V heifit der UR
Li={zecV ]|z Lyfiralleyc U}

das orthogonale Komplement.

Satz 1.8.4 Auf einem endlich dimensionalen UR U eines euklidi-
schen/unitiren VRs V existiert eindeutig die Orthogonalprojektion

reVi—a,eU

mit
Veev® — Tp € Ut

Fiir eine beliebige ONB (e, ..., e,,) von U gilt

m

Ty = Z (z,e;)e;

=1

Insbesondere besitzt jeder Vektor x € U bziiglich (eq,...,e,,) die Basisdarstel-

lung
n
=3t

=1

1.8.3 Winkelmessung (nur im Reellen)

Aus der C-S-Ungleichung
(z,9)

1<
|| |y

< +1

ergibt sich
Definition: In einem euklidischen VR heifit die durch

cos o = (2,) = <i l>
zllyl =l lyl
eindeutig bestimmte Zahl ¢ € [0,7] der (nicht orientierte) Winkel zwischen
z,y # 0.

Bemerkung: Die Gleichung (z,y) = |z|- |y| - cos ¢ wird in der Schulgeometrie
oft zur Definition des Skalarprodukts benutzt.
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1.8.4 Volumen- und Flichenberechnung (nur im R")

Im R™ kann man das Volumen eines von Vektoren zi,...,x, aufgespannten
n-dim Parallelotops mit Hilfe der Determinante bestimmen

V(x1,...,z,) =det(x1,...,2,)

(fiir n = 3 Spatprodukt) Das Vorzeichen gibt die Orientierung an. Nachteil:
Die Formel 148t sich nicht fiir niedriger-dimensionale Parallelogramme, die von
weniger als n Vektoren aufgespannt werden, benutzen. Aber es gilt auch

det (((xk,x1)),,,) = det (Z xikxil> = det (Z xkﬁm)
i=1 i=1

= det (J;kiT) ~det (z5) = det? (zy) = det® (x4, ..., z,)
=V?(21,...,2,)

Diese Formel 148t sich verallgemeinern:

Satz 1.8.5 Im euklidischen R™ gilt fir den p-dim Fldcheninhalt

(1 <p<mn) eines von Vektoren x1,...,x, aufgespannten p-dim Paral-
lelogrammes:

ap (1, ..., 2p) = y/det ({zi, 2k)),, = 0
mit der GRAMschen Determinante det ((z;,zx)),, von @1,...,Tp. (Fir

p = n erhdlt man das nichtorientierte Volumen eines n-dim Parallelo-
tops)

1.8.5 Zum Vektor- oder Kreuzprodukt

Im R3 kann man das Vektorprodukty = x; x o durch folgende Eigenschaften
charakterisieren:

l.ylazi Ay L zo.

2.yl = as (x1,x2)=\/’ on ) |l P ol (o0

<$2,$1> £U2,CU2>

3. det (z1,22,y) >0

Eine explizite Formel ist

3
y=1x1 X Ty = Zdet (z1,22€;) €;
i=1
oder
3 | z11 T12 O 11 Ti12 €1
x1 szzz To1 Tog 02 |€; = | Ta1 Taz €
i=1| w31 w32 03 T31 T32 €3
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mit den Einheitsvektoren ey, es,e3 Zum Abschluss noch einige spezielle Endo-
morphismen

f: K" - K" bzw. Matrizen A € M (n,n;K)
im euklidischen/unitdren K™ mit Standard-SP.

K | Endomorph. Eigenschaft D.m. A bzgl. ONB Eigen.
R | selbstadjunkt | (f (z),y) = (z, f (y)) symmetrisch AT = A
C | selbstadjunkt | (f (z),y) = (z, f (v)) hermitesch AT = A
R | orthogonal | (f(z),f(y)) = (z,v) orthogonal AT = A-1
C unitir (f(x), f(y) = (z,y) unitir AT = A7t

Gestalt der Darstellungsmatrizen A

1. f selbstadjunkt <« (Az,y) = (Am)T cy=2aTaly
= (z, Ay) = 2T Ay fiir alle 2,y € K"
SAT=Ac AT =4

2. f orthogonal /unitir < AT = A~!

Eigenschaften:

1. Alle diese Abb. f/Matrizen A sind (iiberall) stets diagonalisierbar, d.h. es
existiert eine Basis aus (komplexen) EV.

2. Es existiert sogar eine ONB S = (by,...,b,) aus EV (= SST = E bzw. ST =
S—1)

Begriindung: EV zu verschiedenen EW sind orthogonal und in den einzelnen
Eigenrdumen kann orthonormalisiert werden.
Sei z ein EV zum EW A

1. A symmetrisch/hermitesch = (Az,z) = (\x,z) = A - |z]
< (x,Az) = (z,\2) = X |z| & Z0N=X€eR
2. A orthogonal/unitfir = (Az, Az) = (A\v, ) = A\ (2, 7)

N [2)? = (2, 2) = |2
=N =1

Satz 1.8.6 FEin selbstadjunkter Endomorphismus f : K® — K" besitzt
eine ONB aus EV, wobei die zugehorigen EW stets reel sind.

Folgerung: Jede symmetrische Matrix A € M (n,n;R) und jede hermite-
sche Matrix A € M (n,n;C) ist zu einer reellen Diagonalmatrix &dhnlich. Die
Transformationsmatrix S (mit D = S7'AS) kann als orthogonale Matrix mit
S~1 = ST bzw als unitéire Matrix mit S~' = ST gewihlt werden.Schreibweise:

AXD
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(A orthogonal-dhnlich zu D bzw. unitéir-dhnlich zu D)

Satz 1.8.7

1. PFine unitire Abbildung f : C* — C" besitzt einen ONS aus EV,
wobei die zugehorigen EW alle den Betrag 1 haben.

2. Eine orthogonale Abbildung f : R™ — R"™ besitzt eine ONB
bziiglich der f durch eine Matrix der Form

At

(el
I

D,

Ds

dargestellt wird mit EW Ay, ..., A\, = £1 und Drehblicken

(cos YK —sin ng>
Dg = .
St YK COS YK

zu den Paaren eT$K = cos o F isin @i konjugiert komplezer

EW von f mit det D = 1.

Folgerung:

1. Jede unitire Matrix A € M (n, n; C) ist unitér-dhnlich zu einer Diagonal-
matrix D mit EW vom Betrage 1.

2. Jeder orthogonale Matrix A € M (n,n;R) ist orthogonal-dhnlich zu einer
Matrix der Form D.

Da die Verkettung zweier orthogonaler/unitirer Abbildung und ihre Inversen
wieder orthogonal/unitér sind erhélt man
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Satz 1.8.8

1. Die Menge aller unitiren Matrizen A € M (n,n;C) bildet eine
Untergruppe del linearen Gruppe GL (n,C), die unitire Gruppe
U (n,n;C).

2. Die Menge aller orthogonalen Matrizen A € M (n,n;R) bildet eine
Untergruppe der linearen Gruppe GL (n,R), die orthogonale Grup-
pe O (n,R). In ihr liegt die spezielle orthogonale Gruppe SO (n,R)
aller eigentlich orthogonalen Matrizen A mit det A = +1.

Bemerkung: Die uneigentlich orthogonalen Matrizen mit det A = —1 bilden
keine Gruppe. (det A = +1 Drehung, det A = —1 Spiegelung und Drehung )

Beispiele:
e n = 2: Jeder Drehmatrix A € SO (2,R) (mit det A = +1 ) ist von der

Gestalt A — D, = (g(;ii ;ZT(?) mit den Spezialfillen Dy = ((1) (1))

1 0
und D, <0 _1).
e n = 3: Normalform einer Drehmatrix A € SO (3,R) (mit det A = +1)

L [eose —sing 0
A= |sing cose 0| =D,

0 0 1

1 00 -1 0 0
mit den Spezialfillen Dy= |0 1 O0]Jud D,=| 0 -1 0

0 0 1 0 0 1

Einfache Bestimmung von D, und einer zugehérigen ONB (e, e2, e3) [fiir ¢ # 0]

1. eg ist ein normierter EV zum EW +1 und bestimmt die Drehachse F; =

((e3)).

2. e kann in der Drehebene ((e3))™ beliebig als Einheitsvektor gewéhlt wer-
den und deshalb e; := e3 X €1 zu einer positiv orientierten ONB ergénzt
werden.

3. Fiir den Drehwinkel gilt:
spur A = spur D, = 2cos ¢ + 1

und
sing = (A- e, e2)
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Kapitel 2

Differential und
Integralrechnung im R"
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2.1 Konvergenz und Stetigkeit im R"

Viele Definitionen und Sitze aus Kapitel ?? (Konvergenz und Stetigkeit im
K = R oder C) kénnen wortlich iibernommen werden, wenn die Betragsfunktion

reKr|z| eR

durch die euklidische Norm

zeR" — |z]| =|z|y =

zx:xf eR
i=1

oder eine andere Norm, z.Bsp. die Maximumsnorm
r € R" — |z|  =max {x1,22,...,2,} € R"

ersetzt wird.

2.1.1 Topologische Grundbegriffe

e-Umgebung eines Punktes T eR™
Ue(%) :{xeR"|‘x—:%‘ <e}
e Wenn um jeden Punkt z € U einer Teilmenge U eine e-Umgebung, die
ganz in U liegt (also U, () C U) so ist U eine offene Teilmenge.
e Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist.
e Wenn eine abgeschlossene Menge auch noch beschrénkt ist, so nennt man

sie kompakt.

2.1.2 Konvergenzbegriffe

Eine Folge im (z € R™), .y konvergiert, wenn

(e} o
reR" & v5>03m€NVk2n Tr— T <€

gilt. Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS; Konvergenz von Funktionen f :
D C R" — R Wenn fiir jede Folge

(xk e D\ {%})kEN mit lim zy, -7
klijgo (f (z) ER) ey =¢

gilt, so hat f den Grenzwert

lim f(z) =c

r—T
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2.1.3 Stetigkeit

f: D CR" — R stetig in z€ D:

lim f(z)=f (:%)

o
r—

Folgenkriterium: Fiir jede Folge (zx € D)oy —z gilt:

(f (21) € Ryey — £ (%)
e-0-Kriterium

Ve>035>0VzeD (‘l’— 57‘ <d= ‘f(x) - f (%)‘ < 6)

Beispiele:
L] f :R2 R
flz,y) =3 @v° f}.ll‘ (z,y) # (0,0) _ [ sinpcosp r#0
0 fir (z,y) = (0,0) 0 =0
f ist in (0,0) nicht stetig, denn lim, o f (z,x) = limy_o3 = % aber
o f: R2 - R

f(x,y>{ ot (2,9) % (0,0)

fist in (0,0) stetig, denn

Es gelten die iiblichen Rechenregeln fiir stetige Funktionen wie z.Bsp

f,g stetig = f +g; f - g; g;go,f stetig

und ebenso der Satz vom Maximum und Minimum: Eine stetige Funktion f :
K C R" — R auf einer kompaktet Teilmenge K € R"™ ist beschréinkt und besitzt

ein (globales) Maximum und Minimum.
Eine Abbildung

f: DCR" =R™, = (21,...,20) = f(2) = (f1 (2),..., fm (¥))

ist genau dann in 1€ D stetig, wenn jede Komponentenfunktion f; : D C R" —
Rin stetig ist.

Beispiele:

o ¢:(r,t) ERE xR ¢(r,t) = (rcost,rsint) = (x,y) € R?
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2.2 Partielle und totale Differenzierbarkeit

Der Definitionsbereich G' der Funktion f : G € R™ — R("™) sei im Folgenden
stets ein Gebiet, d.h. eine Teilmenge des R™, die offen und zusammenhéngend
ist. (Verallgemeinerung von offenen Intervallen im R"™)

Definition:

1. Eine Funktion f : G C R™ — R heif}t in ze G partiell differenzierbar,
wenn die ,,partielle“ Funktionen

o [e]
Ti— flTy,. T, T

(als Funktion einer Verédnderlichen) in ; differenzierbar sind. Die partielle

Ableitung von f nach der i-ten Komponente in z wird durch

a (8) =01 ()

dargestellt.

2. f heiit (auf G) partiell differenzierbar, wenn f in jedem e G partiell
differenzierbar ist.

Bemerkung:

1. Beim partiell Differenzieren interessiert man sich nur fiir das Verhalten
von f auf achsenparallelen Geraden.

2. Bezeichnung bei Funktionen (z,y, z,...) — f (z,y,2,...):
O f (zyy,2...) = fo(z,y,2,...)
A= fow+ fyy+ -
3. Rekursiv lassen sich auch hohere partielle Ableitungen definieren.

Bf Bf

= 00k0if, == = 030;
0x,0x,0x; OkOif, Ox20z; k0
4. Abbildungen f: G C R™ — R™ heiflen partiell differenzierbar, wenn jede
Komponentenfunktion f; (¢ =1,...,m) partiell differenzierbar ist.
Beispiele:

zy
flzy) = { zzng

fir (z,y) = (0,0)
Fiir (x,y) # (0,0) gilt
i _y(yQ—xS) N x(xQ_y2)
Ouf (z,y) = @2y Oyf (z,y) = (@2 +12)°
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Fiir (x,y) = (0,0) gilt

£ (2,0)=0=>0,f(0,0) =0
F(0,9) =0=0,f(0,0) =0

Also ist f iiberall partiell diffbar. (aber nicht iiberall stetig)

f(x,y>{ 2 i (,y) £ (0,0)

0 fiir (z,y)=(0,0)
v -e?) o
Ouf (z,y) =4 @rgm? fry#0
2(3y? (%) -2")
8yf (l',y) = { (:D2+y2)2 fur x 7é O
i 0
Ouf (2,0) =0 = 0,0,/ (0,0) =0

Die Reihenfolge ist bei partiellen Ableitungen wesentlich.

Definition:

1. Eine Funktion f : G C R™ — R heif}t in 1€ G (total) differenzierbar,

wenn Funktionen Aq,...A, : G — R existieren mit
(a)
Vool (@) = £ (£) + 2080 @) (0= ) = £ (£) + (A o) o 5)
i=1
(b)

Ay, ..., A, sind in b stetig

Der Vektor grad f (53) = Vf (9%) = (A1 (ﬂ%) VAN (%)) heifit der
Gradient von f in .

2. f heift (auf G) (total) differenzierbar, wenn f in jedem € G differenzier-
bar ist.

Geometrische Interpretation fiir n = 2
Fir (z,y) # (5:,9%) gilt:

flaw) = £ (29) + 81 (@) (2= &) + 22 (@) (5= 1)

A1 (:E,y) x %
- < AQ (%y) ; Yy - Y > =0
) ) g6
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Der Punkt (z,y, f (z, y))T liegt also in einer ,,Sekantenebene* durch (:%, ?j, f (:%, ?j))

mit Normalenvektor
A1 (‘ra y)

N (z,y) = [ A2 (2,y)
-1

(Hessische Normalform)

Bei Annéherung (x,y) — (%, fl) geht diese in eine Tangentialebene in (%, fl, f (%,fl

mit Normalenvektor N (9%,13) = <Vf (m,y)) iiber.

Ergebnis: Total differenzierbare Funktionen f besitzen in jedem Punkt (%7 f (%))

ihres Graphen eine Tangentialhyperebene deren Normalenvektor

x (3) = ()

durch den Gradienten bestimmt wird.

1. Aquivalent mit der Eigenschaft (1) und (2) ist die Darstellung
flxy=f <%>+<A (x),z— :%> =f <§>+<gradf (:%) , T— %>+<A () — A (

=f <§:) + <gradf (%) , T— §> + R(x)
mit einem Restglied © — R (z) mit

R(z)

lim

o
r—x

=0

)|l -a@)
g2yl

o
0 fiir z—x

2. Abbildungen f: G C R™ — R™ heiflen (total) differenzierbar, wenn jede
Komponente f; : G — R (total) differenzierbar ist. Die Matrix

grad fi (9%)
D (:c) — : € M (m,n;R)
grad fm (;:)
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heifit dann die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f in 2 und es
gilt:
fi (@) A@)Y (foradfi (@) (n-i Ry ()
o= | : 1
fm (2) Iy (:%) fn (:%) L= Tom Ry ()

o f(2) :f(:%) LD (w) : (:z:f x) + R(x)
mit einem Restglied 2 — R (z) mit
o IR @)

o
r—x

=0

o
r—

Satz 2.2.1 Eine in z€ G total differenzierbare Funktion f: G € R™ —
R ist dort auch stetig sowie partiell differenzierbar und es gilt

ot () = (37 3) -1 (7))

Beweis:
1. fist nach (1) und (2) als Verkettung in & stetiger Funktionen in & stetig.

2. Fiir die partielle Funktion f : x; — f (:;1, ey Ty ,xon) gilt

Joy (@) = f (xol) + A; (:Eol, ey Ty ,acon) (xl-f xi)

Es existiert also

Ty (@) = fa (ﬁ)

o .
o f (m) = hm0 =
T;—T; Ti— Xj
. o o o
= lim A; (ml,...,xi,...,:pn) = A (x)
Ii—%l?i

Folgerung: Fiir die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Abbildung f: G C
R™ — R™ gilt
ofi - Ohfi
pr)-[ )e

Satz 2.2.2 f: G C R" — R sei stetig partiell differenzierbar, d.h. es
existieren die partiellen Ableitung O; f als stetige Funktionen 0;f : G —
R. Dann ist f sogar total differenzierbar.
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Beweis: Fiir n = 2 sei (x,y) € G beliebig. Fiir ein (z,y) # ( , ) gilt dann

P =1 (25) = (1 (55) -1 (29)) + (1@ = 7 (29))

Anwendung des MWS aud die differenzierbare Funktion ¢ — f (t, y) und t —

f (x,t) liefert Zahlen Z € T gj
f(x,y)—f< v) =o.f (2.9

fy) = £ (8.9) = 1 (2,9) = Ar (,9) (2= 7) + Aa (w9) (4 - 0)

A1, Deltay sind also in ( ,23) stetig fortsetzbar, d.h. f ist in (:%,?j) total diffe-
renzierbar.

Y mit

E )+8f(x y)(y—ﬂ)

Anwendung: Alle Funktionen denen man ,ansieht“, daf} sie partiell differen-
zierbar sind und die partiellen Ableitungen wieder stetig sind, sind total diffe-
renzierbar.

Beispiele:
o f(x,y,2)= esin(+9%) cog (x-y-2)
o (1 (G):={f:GCR" - R| f stetig (partiell) differenzierbar}
o /' (G):={f:GCR"— R| f t-mal stetig (partiell) differenzierbar}

Satz 2.2.3 (Satz von SCHWARZ) f: G C R* — R sei in 7€ G
2-mal (total) differenzierbar. Dann gilt

010k f (%) =0k f (9%) fir alle k,l=1,...,n

(Analog fiir héhere Ableitungen)

Folgerung: Bei einer ¢2-Funktion f: G C R” — R ist die HESSE-Matrix
8181f U analf
Hyp(z)=| :

fiir alle x € G symmetrisch mit reellen EW.

Fiir (total) differenzierbare Funktionen gelten die iiblichen Rechenregeln. (z.Bsp.
f,g diffbar = f+g, f - g,% diffbar
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Satz 2.2.4 (Kettenregel) f : G C R" — G C R™ sei in 1€ G
differenzierbar und ebenso g : GCR* S RPin f (%) € G. Dann ist

auch go f: G CR"™ — RP in i differenzierbar mit

D(gof) (5)3) =(Dy) (f (%)) -Df (53) Jacobi-Matrizen
NI

(pxn) (pxm) (mxmn)

Beweis: f=(z)=f (%) + A (2) - ((x— %) ,y = f(x) und
9@ =y (V) + D2 ) (y=9) 9= f ()
= gof (@) =gof () +2(f (@) -2 () (- 7)

Delta(x)

mit D (g o f) (x) —A (x) — A, (f (1‘)) Ay (a:) — Dy (f (x)) Df (a:)

Weitere Formen von Satz 2.2.4:

O (g0 ) (%) = iaﬁ‘yi (4 (%)) ot (2)

oder

CIGHC IR Zgjj( £(2)) 2L (3)

Beispiele:

e (z,y) — g(x,y) sei differenzierbar und ® durch ® (r,t) = (rcost,rsint)
definiert. Fiir die Funktion (r,t) +— F (r,t) := go® (r,t) = g (rcost,rsint)
gilt dann
O, F (r,t) = 059 (rcost,rsint) cost + dyg (...)sint
O F (1,t) = 0yg(...)(—rsint) + 0yg (...)rcost
Uberpriifung fiir g (z,y) = 2? + 2, also F (r,t) = r2:

OrF (r,t) = (2rcost) cost + (2rsint)sint = 2r
OF (r,t) = (2rcost) (—rsint) 4+ (2rsint) (rcost) =0

e 0, (g (xQ,xy5)) =019 (mQ,xy5) 22 + Oag (mQ,xy5) y°
Oy (g (xz,xgﬁ)) =0+ Oag (xz,xy5) 5yt
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Satz 2.2.5 Sei f : G C R® — R differenzierbar und X € R" ein
Vektor. Dann gilt fir die durch

fleth -X) - f(z)
h

dx f (z) := lim
definierte Richtungsableitung von f im Punkte x in Richtung X

dx f (z) = (grad f (z), X)

Beweis: Fiir die Funktion h — ¢ (h) := f (x + h - X) gilt nach der Kettenregel
g (0) = limp_.o 9(’0;9(0) = limy, o f(l'+h‘2()—f(l) =dxf ()

= Y%, O (@) - Xi = (grad f (x), X)
Spezialfall: de, f (x) = (grad f (z),e;) = 0, f (x)

Satz 2.2.6 Sei f: G C R" — G C R" ein ' -Diffeomorphismus, also
eine Bijektion dergestalt, daff f und f~' £'-Abbleitungen sind. Dann ist
fiir alle x € G die Jacobi-Matriz D f (x) requlir und es gilt

(DF) (f (2)) = (Df (2)) "

Beweis: f~lof=idg= Df ' (f(z)) - Df (x) = Didg (z) = E
Beispiele:

e Transformationen auf ebene/rdumliche Polarkoordinaten

Satz 2.2.7 (Satz iiber lokale Umkehrbarkeiten) Sei f : G C

R™ — R"™ stetig differenzierbar und T ein Punkt mit requldrer Jaco-
bimatriz, also mit Funktionaldeterminante

deth(a%);Ao

Dann gibt es offene Umgebungen U von z und V von f (3%) so daf$ die

Einschrinkung fy : U C R® — V C R" ein £'-Diffeomorphismus ist.
(f ist also ein lokaler Diffeomorphismus)

Gegeben sei ein differenzierbare Funktion F : G C R? — R, (z,y) — F (z,y).
Die Nullstellenmenge Np (G) = {(z,y) € G| F (z,y) = 0} ist im allgemeinen
eine Kurve in G. Damit Np (G) als Graph einer differenzierbaren Funktion
x — f (x) = y darstellbar ist, darf es keine Senkrechten Tangenten geben. (also
%—5 (z,y) # 0). Nun kann lokal nach y aufgelost werden.

61



Beispiele:

o F(r,y)=22+9y?—1=0% (z,y) = S! hfill
0yF (z,y) = 2y # 0 < y # 0. Dann kann man lokal nach y auflésen:

Man kann sogar die Ableitung von y = f (z) ausrechnen. Wegen F' (z, f (z)) =0
gilt nach der Kettenregel

% (F (z, f (2))) = 0o F (z, f (x)) - L+ 0, F (x.f (x)) f' (x)
5
also
=G
Beispiele:

o F(x,y) = e**73% 4+ 32 — 5y = 0 kann nicht explizit nach z oder y aufgelst
werden. Es gilt aber F'(3,2) = 0. Wegen 0, F (3,2) = —8 # 0;0,F (3,2) =
5 # 0 gibt es

1. eine !-Funktion z € U (3) — y = f (z) € V (2) mit F (z, f (z)) =0
und f'(3) =5/8.

2. eine ell'-Funktion y € U (2) — z = g (y) € V (3) mit F (g (y),y) =0
und ¢’ (2) = 8/5.
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2.3 Lokale und globale Extrema

Definition: Lokales Minimum in : es existiert eine Umgebung U (a%) mit
Vo) @02 £ (2)

Bemerkung: Lokale Extrema konnen nur in Innenpunkten des Definitions-
bereiches auftreten. Absolute Extrema (mit Vyepf (z) > f (%) bzw < f (%))
auch in Randpunkten eines nicht offenen Definitionsbereiches D auftreten.

Satz 2.3.1 (Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum)
f: G CR™ =R sein (partiell) differenzierbar. Dann gilt

f besitzt in 2€ G ein lokales Extremum = grad f (%) =0

(Die Bedingunyg ist nicht hinreichend)

Beweis: f besitzt in & ein lokales Extremum => Jede Partielle Funktion T

f (:col, ey Ty ,xon) besitzt auch in #; ein lokales Extremum = jede partielle
Ableitung 0; f (J%) muB 0 sein. = grad f (i‘) =0.

Beispiele:

o f(z,y)=12%—19y? mit grad f (0,0) = (8) Aber es gilt:

apof (2,0) = 22 > [(0,0) =0

vy750f (O7y) = _y2 < f (070) =0
Der Graph von f ist ein hyperbolisches Paraboloid. Der Punkt (0,0) ein
Sattelpunkt.

Eine hinreichende Bedingung erhilt man mit der HESSE-Matrix
Hy(x) = (0x0;f) (x)

Dazu benétigt man eine Taylorformel. Sei f : G € R™ — R eine ¢?>-Funktion

und € G beliebig zur Vereinfachung sei =0 (sonst Verschiebung des Koordi-
natensystem). Dann gibt es genau ein quadratisches Taylorpolynom

n n
=T (x)=ap+ E a;x; + g Ak T Th
i=1 ik=1

mit T'(0) = £ (0), 0,7 (0) = 0;f (0) , x0T (0) = O 0; f (0):

T(z)=f(0)+ Zaif (0) - x; + % Z 0k0i f (0) -z

i,k=1
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= f(0) + {grad f (0),z) + %xTHf 0) -z

Um die Grofie des Restgliedes R (z) = f (x) — T (x) zu bestimmen betrachten
wie fiir ein festes © € Us (0) C G die Funktion einer Verénderlichen

€f0,1l]—g(t):=f(t-z)eR

Nach der Kettenregel gilt:

Z&‘ftm zi,q" Zakaftz)xxk

i,k=1
Die 1-dimensionale Taylorformel (Lagrangsche Form des Restgliedes) liefert
1 _
Vig () = g (0) + 9 ()t + 59" () ¢* mit £ € [0,¢]

also fir t =1

F@) = FO+D0F O)ai+5 D 00if () wia

ik=1

= f(0)+ (grad f (0),2) + %xTHf (0)z+ R(x)

mit R (2) = Yo7 (Hy (fz) — Hy (0)) 2 = § S0, (0000 (Fx) — 040, (0) oy Fiix
dieses Restglied gilt

R
(3;“) —0
z—0 |J;|
denn

sy |i| |z
0< 5 |0k0; f (tx) — 0k0; f (0)] —
\x| =3 ; lz| ||
-0 N~~~
<1 <1

Satz 2.3.2 Jede (%-Funktion f : G C R™ — R besitzt um 0 € G eine
Taylorentwicklung

f (@)= f(0)+ (grad f (0),z) + %xTHf (0)-z+ R(z)
mit einem Restglied x — R (x) mit

lim R(2)

z—0 |Z‘|

=0

Am Vorzeichen der HESSE-Matrix lésst sich erkennen, ob ein lokales Extremum
vorliegt.
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Definition: Sei A € M (n,n;R) eine symmetrieche Matrix. Sie definiert eine
quadratische Form

n
ga R = Ry—qay)=y" - A-y=(yA-9) = > aunyiv
i,k=1

A bzw. g4 heifit

e positiv(negativ) definiert, falls y” Ay > 0(< 0) fiir y # 0
e positiv(negativ) semidefiniert, falls y© Ay > 0 (< 0) fiir alle y

e indefiniert falls y, 2 € R™ existieren, mit y7 Ay < 0;27 A4z > 0

Satz 2.3.3 f : G C R® — R sein (>-differenzierbar und ze G ein
kritischer Punkt von f mit grad f (:%) = 0. Dann gilt:

1. Hy ( ) positiv definiert = f hat in T ein strenges lokales Mini-
mum

2. Hy (x negativ definiert = f hat in T ein strenges lokales Maxi-

mum

3. H ( ) indefiniert = f hat in & kein lokales Extremum

4. ( echt semidefiniert = es kann keine Aussage gemacht wer-

. .. o
Beweis: fiir z=0

1. Bsgilt f (z) = f(0)+ 32T Hp (0) 2+ R () mit lim,_o R () / |z|* = 0. Da
H; (0) positiv definiert ist, nimmt die stetige Funktion y — y* Hy (0) y auf
der kompakten Sphére {y € R™ | |[y| = 1} ein positives Minimum m = 0
an. Wegen lim,_oR (z) / |z|* = 0 existiert eine 6-Umgebung um 0 mit

Veeu\{0} If;ﬁ) < e:= . Daraus folgt

T
X X
Vaer\ (o} R (z) < 3mla)* < 3 ((H) Hy (0) —) e

||

>m

= 12TH; (0) 2 d.h. fiir alle z # 0 ist f (z) > f(0)
2. analog

3. Fiir die Funktion ¢y : t — f (ty) gilt in Ugeszq (0):
g1 (t) = (grad f (ty) ,y), d-h. g1 (0) =0
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91 (t) = y"Hp (ty)y d.h. ¢ (0) = y"Hy (0)y <0

Sie besitzt also in t = 0, d.h. z = 0, ein strenges lokales Maximum. Analog
besitzt g2 : t — f (tz) wegen g5 (0) = 0,95 (0) = 2TH; (0)z > 0inz =0
ein strenges lokales Minimum. In z = 0 kann kein lokales Extremum von
f vorliegen.

Beispiele:
o f(z,y) =2*+y* = grad f(0,0) = 0,H(0,0) = 0 0o = Hy echt
semidefiniert, aber f (0,0) (globales) Minimum
4 4 0 0
o f(z,y) = z* —y* = grad f(0,0) = 0,H;(0,0) = 0 0 = Hy echt

semidefiniert, kein Extremum bei (0, 0)

Es gibt verschiedene Moglichkeiten Positive Definiertheit zu erkennen

Satz 2.3.4 Eine symmetrische Matriz A € M (n,n;R) ist genau dann

e positiv(negativ) definiert, wenn alle EW wvon A positiv(negativ)
sind.

o positiv(negativ) semidefiniert, wenn alle EW von A > 0(< 0) sind.

o indefiniert, wenn positive und negative EW existieren.

Beweis: Es existieren ONB (eq,...,e,) zu EW A\q,..., A, € R. Beziiglich der
ONB-Darstellung z = > (z;,e;) e, = >, &e; gilt dann
2T Az = (x, Az) = <ZZ Ei€i, > g Ekéik/
Akek
=20k ik (eiser) = Do, Nl
——

Oik

Satz 2.3.5 (HURWITZ-Kriterium) FEine symmetrische Matriz
A € M (n,n;R) ist genau dann positiv definiert, wenn

aix 0 A1k
Vi det | S >0

a1 -+ Qgk

und negativ definiert, wenn —A positiv definiert ist.
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Wiederholung: Speziallfall n = 2
A~D=(M = det A =\ Ao
A2

det A < 0 & A indefiniert

det A =0« A echt semideﬁnier‘q _ .
det A >0 e W17 0 < A positiv definiert

a11 < 0 < A negativ definiert
Gilt nur fiir n = 2!

Beispiele:

o f(r,y)=a%+9>— 92y +27,G =R?

a1 e = (352 752) = (8) = (5) < {(6)- ()}
Hy (2,y) = (Gi) g;)

= H;(0,0) = (_09 09) indefiniert (det < 0) = kein lokales Extrema.

= H;(3,3) = <i89 IE? ) positiv definiert = lokales Minimum.

Bemerkung: Ist f: D C R” — R auf dem kompakten Definitionsbereich D
stetig, so existiert auf jeden Fall ein absolutes Minimum und Maximum. Diese
Extremwerte konnen:

e im Inneren D angenommen werden (und sind mit Hilfe der Differential-

rechnung zu finden, falls f in D (2-differenzierbar) [lokale Extremal

e oder auf dem Rand 0D [Randextrema]

Beispiele:

o f(z,y) =222 —y% D= {(z,y)|2*+y> <1}

1. es existieren keine lokale Extrema in D= {(z,y) | #* + y* < 1}.(0,0)
ist kritischer Punkt, aber Sattelpunkt.

2. Randextrema auf 0D = {(z,y) | 2? + y* = 1}

— Moglichkeit 1: Parametrisierung durch y (z) = £v/1 — 22 und
Untersuchen von g (z) = f (x,y (z)) = 32% — 1 auf Extrema im
Intervall [—1, 41]

Ergebnis: Absolutes Minimum in =0 (y = £1) mit f (0, £1) =
—1 und absolutes Maximum in z = £1 (y = 0) mit f (+1,0) = 2.

— Moglichkeit 2: Parametrisierung durch z (t) = cost,y (t) = sint
Untersuchen von h(t) := f(z(t),y(t)) = 2cos®t — sin®t auf
absolute Extrema in R. (es gentigt [—m, +7]) Ist der Definiti-
onsbereich nicht kompakt, brauchen keine absoluten Extrema zu
existieren.
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Manchmal sucht man Extrema eine Zielfunktion f : G C R™ — R unter der
Nebenbedingung, dafl sie Nullstellen einer zweiten Funktion I : G C R® — R
sind.

Beispiele:
o f@y) =r+y,G=R,F(ry) =+’ -1=0& (§> €St

Sind es mehrere Nebenbedingungen kann man sie durch eine Abbildung F' : G C
R™ — R™ beschreiben.

Satz 2.3.6 (LAGRANGEsche Multiplikatoren) Seien f : G C
R" — R und F : G C R — R™ (m < n) (*-Abbildungen und z€ G ein
Punkt mit F (:%) =0 und rg DF (%) = m. Ist dann f in z lokal ez-

tremal unter der NB F =0, so existieren Lagrangesche Multiplikatoren

)\17--~7>\m mit
grad f (3%) = Z Ajgrad F; (%)
j=1

(Das ist nur eine notwendige Bedingung)

Moglicher Lésungsweg: Man lose im Bereich G’ = {x € G | rg DF (z) = m}
das Gleichungssystem
F(z)=0 (m Gleichungen)
grad f (z) = 3771, Njgrad Fj (x) (n Gleichungen)
fiir die n+m Variablen z1,...,2,, A1,..., Ay . Die Losungen x = (21, . .. ,CEn)T
—_———
weniger wichtig

sind dann die Kandidaten fiir lokale Extrema von f unter der NB F' =0 in G’.

Beispiele:

o flz,y,2) = +y+zF(r,y,2) =2 +y* +2° - 1=0(c 57
rg DF (x,y,2) = rg (2x,2y,2z) = 1 fir (x,y,2) # (O, 0,0) ¢ S? zu losen
ist
2 +y?+ 22 =1
1=\ 22 N
1=X-2y
1=X-2z
r=y=z=3 ,x —|—y + 22 4§\2:1
r=y=z= % kritische Punkte
T 1 T 1
_ 1 _ 1
yl=+x 1]y =5 !
z 1 z 1
Da f auf S? ein absolutes Minimum und Maximum annimmt, besitzt f
1 1
wirklich in \% (i ein absolutes Maximum und in —% 1 ein abso-

lutes Minimum.
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2.4 Parameteranbingige Rieman-Integrale

Manchmal héingt ein R-Integral f; f (t,x) dt von einem oder mehreren Parame-

tern « = (x1,...,Z,) ab und definiert eine Funktion z — F' () = f: f(t,x)dt.
Dann kann man nach diesen Parametern differenzieren.

Satz 2.4.1 Sei f:[a,b] x G CRxR" =R, (¢t,x) — f(t,z) stetig und
besitze die partiellen Ableitungen (t,z) — gmi (t,x). Dann ist x € G —

F(x):= f; f(t,z)dt € R stetig (partiell) differenzierbar mit

OF a [° b of
vwEG%(m)_%/{l f(t,a?)dt—/a a—(t,x)dt

L

b(t)
F(2) :/ Ft2)dt
a(t)
Vorraussetzung: a,b, f stetig differenzierbar. Betrachte die Funktion
Ga)i= [ fta)d
y
mit 9,G (z,y,2) = fyz O.f (t,x)dt, 0,G (x,y,2) = f(z,2) und 0,G (x,y,2) =

—f(y,x). Fiir F (z) = G (z,a(x),b(x)) gilt dann nach der Kettenregel.
F' (z) = 0,G (z,a(x), b(z))-14+0,G (x, a(x), b(z))-a’ (x)+0.G (z,a(z),b(x)) b’ (z)

= [0 0uf (t.x) dt+ f (b (), 2) b (2) — f (a(x),2)a (x)
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2.5 Integralrechnung in mehreren Verinderlichen

2.5.1 Doppelintegrale iiber Rechtecke

Der Riemannsche Integralbegriff aus Kapitel 7?7 kann problemlos auf beschrank-
te Funktionen f : Q@ C R? — R auf einem (abgeschl.) Rechteck G : I; x
I, = [a,b] X [c,d] iibertragen werden. Gesucht ist jetzt das (vorzeichenbehafte-

te)Volumen der Ordinatenmenge {(x,y, 2) €R? | (2,y) €Q,z € Of (:c,y)}

Hilfsmittel fiir die Berechung dieser Integrale:
Produktzerlegungen: z = z; X 23 von @ in Teilrechtecke Qi = [x;—1, z;] X
[Yk—1, yx] mit Fldcheninhalt

|Qix| = Az - Ay
Riemansche Ober- und Untersummen:

Ry (2) = M - Ax;- Ay, mit My = sup{f (,y) | (z,y) € Qux}
ik
Ry (2) =Y mir - Ax; - Ay mit mg = inf {f (z,9) | (x,y) € Qir}
Varianz: V; (z) = Ry (2) — Ry (2)
f heifit R-integrierbar, wenn Ry = sup, Ry (2) = inf,Rs(z) = Ry gilt bzw.
wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlegung z von @ gibt mit V; (2) = Ry (z) —
Ry (2) <e.

Der gemeinsame Wert vom Riemannschen Ober- und Unterintegral Ry = Ry
heifit R-Integral von f iiber @ bezeichnet mit o

/ f (@) d(z,y)
Q

wieder kann man zeigen: Jede stetige Funktion f : @ — R ist R-Integrierbar
und es gelten die iiblichen Rechenregeln wie z.B.

e fiiber @Q R-integrierbar = |f| iiber @ R-integrierbar mit
J1f (@ y)l dy.
e f, g iiber @ R-integrierbar = f + ¢ iiber @) R-integrierbar.

Jo @ y)d(zy)| <

Satz 2.5.1 (Satz von FUBINI fiir Rechtecke) f : Q C R? — R
mit Q = [a,b] X [c,d] sei R-integrierbar und fir alle y € [c,d] existiert
F(x)= fab f (z,y)dt. Dann ist auch F dber [c,d] R-integrierbar und es

gilt
/qf<x7y>d<x,y>=/CdF<y>dy=/cd/:f<x7y>da:dy
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Folgerung: Fiir Q = [a,b] X [c,d] und eine stetige Funktion f ist

tlf%%wﬂd(%y)=lelfftmyﬁhdy=téblff(%y)ﬂmw

Beispiele:

o f(z,y)=¢" siny,Q=1[0,1] x [0, 2n]
fQ f(z,y)d(z,y) = 027T fol e’ siny dedy = fol fo% e®” siny dyda
= fol e*” (cos 0 — cos 27) dz = 0

2.5.2 Doppelintegrale iiber Normalbereiche

Ziel ist die Erweiterung des Integralbegriffs auf beschrankte Funktionen f auf
nicht notwendig rechteckige beschrinkte Bereiche B C R?. Die lisst sich durch
die Triviale Fortsetzung von f auf ein Rechteck Q O B durch

o f(l‘, )fur (J,‘, )EB
xpf (@y) = { 0 fﬁry(m,y) c Qy\ B

1 fir (z,y) € B

0 fiir (2,y) € Q\ B } heifit cha-

Bemerkung: Die Funktion xp (z,y) = {

rakteristische Funktion von B.

Definition: Eine beschrinkte Funktion f : B C R? — R auf einem beschriink-
ten Bereich B heifit R-integrierbar, wenn ihre triviale Fortsetzung xpf : @ — R
auf einem Rechteck @@ D B R-integrierbar ist und es sei

/fmwdmwz/xﬁ@wmum
B Q

Bemerkung: Die Integrierbarkeit von f {iber B héingt damit von

e der Funktion f (,H6he“) und
e dem Bereich B (,,Grundfliche*)

ab. La. ist xpf, auch wenn f stetig ist, nicht stetig.
Fiir f == 1 erhélt man nach der Regel Volumen = Grundfliche - Hohe

/ ld(z,y)=a(B)-1
B

Definition: FEin Bereich B ¢ R? der Form

B={(z,y) |la<z<bp(x)<y<(z)}
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mit Funktion ¢, : [a,b] — R heifit ein Normalbereich bzgl. y. Analog ist der
Normalbereich bzgl. z mit

B’:{(m,y)|c§y§d7¢(x)§y§1/~}(x)}

definiert.

Satz 2.5.2 Sei f : B C R? — R stetig auf dem Normalbereich
B=A{(z,y) |a <z <,p(x) <y < (x)} mit stetigen Funktionen v, :
[a,b] — R. Dann ist f dber B R-integrierbar mit

b
/Q fam)dGe) = [ it (e.) dydo

Fiir den Spezialfall mit f = 1 ist der Fldcheninhalt eines Normalbereiches
b b (@)
a(B) =/ (¢ (z) —w(x))d:cz/ /( ) 1-dydx
a a Jo(x

Beispiele:
e Die Kreisscheibe B = {(x,y) | 2> + y* < R?} ist ein Normalbereich, denn
B = {(a:,y) | -R<z<R,—vVR?—22<y<+VvR?- xQ}. also gilt
a(B) = f_RR 2VR? — 2%dx = 25 [RVR? — 2% + R2Arcsin%]irg
~ R (5+5) = n

e Fiir f(z,y) = /R? — 22 — y? liefert fo(m,y)d(cE,y), B wie oben, das
Volumen der Halbkugel mit Radius R. Es gilt

V(Hr)= [ 5 [Tt JRT—a? — P dyde = ... = 2nR?

2.5.3 Der Transformationssatz fiir Doppelintegrale

Der Transformationssatz ist eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel

©(b) b
/ f (x)dz = / f o) ¢ () dt
v(a) a

auf Doppelintegrale.
Ist der Definitionsbereich B’ einer Funktion f ,kompliziert“, kann man versu-
chen, ihn als Bild B’ = ® [B] eines einfacheren Bereiches B unter einer Trans-
formationsabbildung

®:BCR*— B CR?

darzustellen.
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Satz 2.5.3 (Transfomationssatz fiir Doppelintegrale)

Sei @ : G C R? — R? (u,v) — (2,y) = @ (u,v) = (1 (u,v), P2 (u,v))
auf dem Gebiet G (' -differenzierbar und auf dem Bereich B C G injektiv
und reguldr, d.h det D® (u,v) # 0 fir alle (u,v) € B. Weiter sei f :
B’ = ®[B] — R stetig. Dann gilt

/ f(%y)d(x,y):/f(‘b(u,v))IdetD‘I’(u,v)\d(u,v)
®[B] B

Bemerkung: Die Injektivitdt und Regularitdt von ® kann auf dem Rande von
B und Einzelpunkten (auf ,Nullmengen) verletzt sein.

Beispiele:

e Ebene Polarkoordinaten: Die Transformation ® : R? — R? (r,¢) —
(x,y) = (rcos ¢, rsin ¢) ist £1-differenzierbar mit Funktionaldeterminante
D®(r,p)=r

— Fiir r = 0 und ¢ = £ ist die Injektivitat verletzt
— Fiir r = 0 ist ® nicht regulér.

Dies sind jedoch nur Randpunkte. Auf @ = [0, R] x [—, +7] (mit ® [Q] =
K, ={(z,y) | 2® + y? < R?}) ist ® injektiv (bis auf r =0, ¢ = +7) und
reguldr (bis auf » = 0). Also gilt fiir eine stetige Funktion f : K, — R:

/K f<x,y>d<x,y>=/Qf<<I><r,so>>detD@(wﬂd(r,so)

+ R
= / / f (rcos @, rsin ) rdrde
—= Jo

- f=1la(Kg)= fo f+:1'rd()0dT:27T'%R2:7TR2
- F(%y): RQ—x2—y
= fK (, f—Hr fo VRZ — 2y drdyp
R
=2m— zfo R2_7"2( )dr——ﬂ[\/Rzig]o
ZW%RB
) = e,
fKT [l y)d(z,y) =2m fOR e rdr = —m {e‘r2}
:7T(1—6_R2)
— Fir Qr = [—R +R} [—R, +R] gilt Kr < Qr < K R
2
fQ f(x y f+R _g;2e—y2 dxdy — ( j}f 6_12 d;v)
2
W(lfe* 42) < ( +£’ —z? d:zr) §W<17€72R2)
2

R—>oo:$<j§e‘x dm) =7

R

0
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2.5.4 Dreifachintegrale

Zunichst sind Dreifachintegrale analog zu Doppelintegralen fiir beschriankte
Funktionen f : Q C R?® — R auf (abgeschlossenen) Quadern Q = I; x Iy x I3 C
R3 : fQ f(x,y,2)d(z,y, z) erklirt. (Hilfsmittel: Produktzerlegungen der Quader
in Teilquader, Riemansche Ober- und Untersummen...). Der Satz von FUBINI
fiir Quader @ = [a,b] X [¢,d] X [e, f] lautet dann

/Qf(x,y,z) dV/ef/cd/abf(x,y,z) dzdydz

(unabhiingig von der Reihenfolge, falls f stetig; 4-dimensional)
Fiir eine Funktion f : B C R? — R auf einem beschrinkten Bereich B C R? sei
wieder

/ f(zvyaz) av .= / XBf (’JJ,y,Z) av
B Q

und die triviale Fortsetzung xpf von f auf einem Quader Q@ D B V (B) =
Jp1dV ist das (3-dimensionale) Volumen von B. Harmlose Bereiche sind wie-
der Normalbereiche der Form

B={(z,y,2) |a<z<bp(x)<y<t(x),a(r,y) <z<p(x,y)} Firsiegilt

borp(z) pB(zy)
/ f(z,y,2) dV :/ / / f(z,y,2) dzdydx
B a Jo(@) Ja(zy)

Beispiele:

V(B)= szo f;:O :;yﬂ dzdzdy = f02 fox (x+y+1) dydz

_ 2 2 xd_13 1,212 _ g
= Iy Y+ 3 Y v = [32° + 32%], =

Satz 2.5.4 (Prinzip von CAVALIERI) Sei B C R? ein beschrdnk-
ter Bereich mit x € |[a,b] fir alle (z,y,2) € B und fir
alle x € Ja,b] existiert der Flicheninhalt a(B,) der Schnitte
B, {(y,z) € R?*| (z,y,2) € B} Dann gilt

b
V(B)z/ a(B,) dx

Folgerung: Gilt YV a(B;) =a (fﬂ), so ist auch V(B) =V (B)
Beispiele:

e Kugel B: Kg = {(2,y,2) | 2> + y* + 2? < R?}
B, = {(y,2) | y* + 2* < R? — 2%} (Kreis mit Radius R, = vVRZ — 2?)
V (KRr) fj_}f R2xm dw = ij}g (R? — 2?) do =7 [R*x — 7] jg
_4_p3
=3smR
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Fiir Dreifachintegrale ist der Transformationssatz mit
[t dwyn = [ 7@ w)|de Do (uv,w)] d(u o)
®[B] B

wenn @ : B C R? — R3, (u,v,w) — (z,y,2) = ® (u,v,w) eine geeignete Trans-
fomation ist, gegeben.
Spezialfille

1. Zylinderkoordinaten: (r,,z) — @ (r,p,z) = (rcosyp,rsing,z) mit
det D® (r, ¢, 2) = r

Beispiele:

o f=1:

H R +m
V(B):/ldV:/ / / 1-rdpdrdz = nR*H
B 0 0 —T

2. Kugelkoordinaten: (rdumliche Polarkoordinaten)
(r,p,9) — @ (r,p,9) = (rcospcos?, rsin pcosd, rsind) mit det DP (r, p,9) =

r2 cos
Beispiele:
o f=1:

R p+m p+5 ) 4 ,
V(KR):/ ldV:/ / / L% cos®) diddegdr = SR
Kr 0 -7

i
2

2.5.5 Anwendung und Beispiele
Rotationskorper

z € la,b] — 7 (z) > 0 erzeugt durch Rotation um die z-Achse einen Rotati-

onskérper
B={(@y.2)a<z<ba’ +y? <r? ()}

Nach CAVALIERI gilt
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o Fir B={(z,y,2) | z € [¢,d] ,#* + 3y® < r?(2)} sind Scheiben B, (Voll-)
2
Ellipsen mit den Halbachsen a = r(z) und b = %7’ (2), da (ﬁ) +

2
Y : o 1.2
(%r@)) < 1. Es gilt also a (B,) = wab = T 5T und

d
V(B)z%/ v (2) de

Schwerpunkte

Fiir die Koordinaten des Schwerpunktes eines Korpers konstanter Dichte gilt

7, 5,
Sp = ——— xdV,...,8, = —— zdV
V(B) /s V(B) /s

Beispiele:

e Holzscheit(Halbkreis als Grundfliche): In Zylinderkoordinaten mit
Ogr§R,0§4pSﬂ,nggH.Daheristsz:%Hundsx:0.Das
Volumen ist mit V (B) = ZR*H gegeben.

Sy = ﬁ fOR Iy OH 72 cos o dzdpdr = 0

R pm rH . 3 -
Sy = —V(lB) I Jo Jo rising dzdedr = —V(lB) EH[-cosgly = =R

e Halbkugel: Aufgrund der Symmetrie ist s, = s, = 0.

_1_(7/2 2@ oR 2 _ 1 wRY71...2q17/2 _
s: = vig Jo Jo Jo rsindrZcosd drdedd = o575 [3sin®d] " =
5 Z  det D®
iR

e Kreiskegel: 0 < p <21, 0<z< Hund 0 <r < %z. Das Volumen ist
V(b) = §R2H.

2n rH rz-R/H o H p2
8z = V(lB) Lo o Jo zrdrdzdy = VZ(B) o a2’ dz = 3H

Bilder von Rechtecken
Beispiele:

e Gegeben ist B = {(x2 — 2, 2xy) | z,y € [0, 1]} Gesucht ist der Flichen-
inhalt a (B). B kann als das Bild B = f[Q] von Q = [0,1] x [0, 1] unter
der Abbildung f (z,y) = (2? — y2,2zy) = (u,v) aufgefasst werden. f ist

20 —2y

2y 2z

(bis auf (0,0)). Die Transformationsformel liefert

a(B) = ff[Q] ld(u,v) = fQ |det Df (z,y)| d(z,y)

= fol fol 4 (2% +y?) dady = 3

injektiv und wegen det Df (x,y) = ’ ’ = 4 (2% 4 y?) regulér.
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